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、 北京 市 效 学 会 煞 


这 本 水 珊 子 通过 了 许多 的 例 艺 , 许 明 了 复数 在 平 窗 上 的 扩 何 学 中 的 一 些 齐 


本 


贞 的 ,在 越 的 应 用 。 第 一 书 “ 氮 于 而 ?简单 锡 刁 关于 大 数 的 基本 郑 识 。 第 二 节 "一 


此 全 基 " 列 人 举 了 复数 应 用 于 几 创 掌 的 一 些 一 航 性 航 生 天， 型 下 三 、 罗 .五 ,六 党 分 
虽说 明 氢 数 在 * 共 级 , 共 回 , 共 点 "回旋" ,名 数 的 分 式 线性 变换 " ,“ 等 球 加 大 过 
动 " 等 方面 的 应 用 。 在 说 胃 这 些 上 应 表 隐居 时 ， 介 绍 了 一 盐 数 学 上 常用 的 品 考 方 


车 ， 小 册 闻 中 还 附 有 习题 用 感 解 , 提 供 练 习 的 示 会 。 
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屁 学 村 外 英 物 对 于 帮助 学 生 学 好 获 学 ， 扩 大 和 他们 的 数学 
知 禹 馈 域 , 是 很 有 好 处 的 ， 近 年 来 , 越 来 墟 多 的 中 学 学 生 和 禾 
师 , 都 迫切 希望 出 版 更 多 前 适 含 中 举 生 轩 读 的 通俗 数学 芒 物 . 
我 们 移 请 一 些 数学 工作 者 , 给 写 了 这 误 “ 数 学 小 只 书 ”, 托 模 分 
贡 出 版 , 求 适应 这 个 要 求 。 

这 套 书 打算 介绍 一 些 尿 外 的 数学 知识 ， 其 扩 天 学 生 的 短 
六 人 饮 域 ， 加强 对 数学 基础 知 话 的 掌握， 引导 学 生 独 立 轩 考 , 下 
阶 莫 系 实际 . 

这 是 我 位 的 韧 步 起 法 和 尝试 ， 插 切 地 着 望 数 学 工作 者 和 
蒙 者 对 我 们 的 工作 提出 宝贵 的 总 兄 币 建 蔗 ， 更 希 刻 数学 工作 
者 为 中 学 生 写 出 更 多 更 好 的 数学 衣 外 格物 . 

北京 市 数学 会 


1962 年 4 月 
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具 中 池 代 数 教 科 书 中， 著者 已 远 学 习 过 复数 的 基本 概念 
和 和 运算 .但 是 在 那里 学 到 的 主要 是 复数 的 代数 性 质 , 销 如 : 为 
了 鲜 决 在 实数 范围 内 不 可 能 解 且 和 的 方程 信 十 I=0 而 引入 本 
起 单位 #5, 后 来 又 利用 笠 数 天 出 1 的 % 次 方 根 等 等 ， 识 考 可 
前 想到 , 正 是 在 代数 上 起 着重 要 作用 的 复 效 , 它 在 平面 上 的 几 
何 学 中 也 能 找到 应 万 *” 这 本 小 册子 的 目的 就 是 通过 许 许 多 多 
前 例子 来 显示 出 复数 在 几何 上 的 应 用 . 

我 丹 假 定 廊 者 对 于 复数 的 定义 种 它 的 代数 运算 已 经 的 
悉 . 但 是 ,为 了 恒 于 大 家 加 必 , 还 是 在 第 一 节 中 简略 地 复述 一 
下 复数 的 基本 知识 , 

我 们 希望 六 者 尽 可 能 地 多 揽 矢 节 之 后 所 畦 的 习题 ， 这 对 
于 掌握 该 节 质 介 磷 的 方法 大 有 好 处 、 
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一 复 平 本 


每 全 复数 。 都 具有 2 十 让 的 形式 , 其 中 性 和 9 都 是 实 康 ， 
秀 别 次 为 s 的 绒 部 和 和 娩 部 ， 和 有 碟 xz 一 和 (sz)，39 一 TI2)]。， 1 称 为 
洲 单 位 ， 各 合 证 = 一 1， 二 个 复数 zx 与 z' 当 其 只 当 E(z》 
= 了 2), Hs) 一 了 (2' ) 时 站 成 立 着 zs 二 2'. 

我 倘 可 以 在 平面 上 表示 复数 。 在 府 面 上 到 定 一 直角 坐 蒜 
承 OXF 了， 对 于 基数 2 二 x 十 iy, 我 们 用 下 间 圭 具有 横 坐 标 


2 一 R(%) 与 维 举 近 y=7(z) 的 虞 (wy) 了 zt 
一 CR(9),， T(z)) 来 表示 【图 1 1 上 反 | 
之 , 车 给 出 举 面 上 一 点 (+.9), 我 们 下 fF 


复数 4 十 访 与 这 个 点 对 应 ， 这 样 , 就 四 一 一 一 一 人 X 
建立 了 于 面 上 所 有 的 点 和 一切 复 数 图 41 
之 隔 的 -一 个 一 一 对 应 ， 正 因 郑 如 此 ， 我 阅 就 把 复数 和 平面 上 
的 点 完全 等 同 起 来, 以 后 把 具有 坐标 (有 (z》, 7(2)) 移 那 点 就 月 
复数 > 来 表示 , 议 成 虞 z。 和 这 样 ,下面 上 的 每 一 点 > 都 与 一 个 
硝 害 的 复数 对 让 着 , 这 个 平面, 喜 委 之 为 攻 平 面 , 0 不 戟 称 为 实 
加，O7 翰 称 为 启 郝 , O 称 为 康 点 ， 它 用 科 数 0 涩 示 ， 
我 们 还 可 以 把 复数 看 成 在 磊 而 变 , 所 关 向 是, 是 指 既 有 方 
亢 叉 有 长 短 的 量 。 答 出 一 复数 =， 以 原点 0 为 起 点 , 以 点 = 为 
条 点 , 可 以 违 威 一 条 有 方 目 的 禾 障 , 达 戴 恩 一 个 南昌 , 用 0 类 
孙 ， 反 之 , 画 出 一 个 由 点 起 的 向 基 , 它 的 束 点 伐 雁 一 地 确定 
了 一 个 偶数 。 这样 看 素 ， 王 画 上 所 全 从 原点 出 发 的 向 过 与 一 
1 


切 复 数 之 岗地 有 了 一 个 一 一 对 应 “ 正 因 为 匡 此 ， 我 个 就 可 以 
把 斑 画 上 的 向 量 和 复数 完 到 等同 起 来 ， 分 后 就 用 复数 > 来 表 
Y! 示 向 盟 05, 并 且 葛 定 可 以 写 友 

| 0 |- 3202， 
| bi > 。 om _ 
| 向 星 Oz 的 长 度 用 衣 呈 jz] 卖 示 , 仿 
一 一 一 7 p 一 HO21, 由 图 1.2 可 以 看 出 

图 414.2 : Pa 一 xz3 十 所。 
这 个 公式 解决 了 向 量 长 度 的 计算 ， 那 么 如 人行 卖 示 出 向 晤 的 广 
向 呢 ? 显然 可 以 用 Oz 与 实 朝 正方 向 之 闻 的 炎 角 8 来 家 渤 ， 
不 过 , 我 们 要 内 定 8 的 正 负 号. 当 > 大 包括 实 应 在 因 的 上 侍 焉 
古村 , 9 取 非 负 值 并 满足 0<9 专 7; 当 z 在 不 包括 实 机 在 内 的 
下 人 平面 辽 ，8 取 筑 慎 , 并 且 适 合 一 二 9 二 0， 只 有 #0 是 
例外 , 这 时 元 法 规定 9 的 众 ， 率 实 上 这 时 向 音 G2 闲 咸 了 一 个 
点 , 它 的 长 度 为 才 ， 当 然 辽 不 到 有 什么 确定 的 方向 , 这 种 向 量 
称 为 零 向 县 . 和 

仍 由 图 12 可见 > 

w= p co gs. y= Pp sin f. 
利用 这 个 公 找 , 对 于 任意 异 于 零 的 复数 z=z-riy 都 可 下 成 如 
下 的 形式 
z=p co +sp sin B= p{00s0 + i sin 0). 

为 简便 起 昂 , 我 们 把 cos Bi sin 8 用 一 个 记号 et 来 记 ， 杰 
即 鹿 


了 
cco stn, | 入 
有 ; 
A A ~ " 
| 这 


t 


t 


i 
0 各 


Zs= pe, 
这 个 表达 式 ， 很 明显 地 指出 了 复数 前 向 量 牧 质 : 只 起 其 
短 ,e” 管 六 向 ; 它们 各 司 各 职 , 而 各 数 * 作为 斧 傈 的 柔和 积 ， 就 
是 一 个 肇 有 长 短 又 有 方向 的 最 杰 即 为 一 向 量 了 . 
我 们 全 jz1 一 P， 称 为 的 模 、 满足 条 件 一 r<90<7 的 8 
称 为 的 帼 角 , 贡 成 口 一 arg 2. 


例 1+i=V 2 e'3, 
站 一 eH, 
1=ei", 
-Ti 可 se 条 
2 
-1 一 iv 本: 
2 


证 者 已 才 知 道 , 若 z: 一 ai 上 iD zo 一 20 十 yy 则 向 十 zo 是 
指 复数 
《za 十 各) 十 并 国生 ga ) 
绚 们 来 看 看 ,这 各 基 法 运算 具有 什么 梯 的 几何 解释 . 
以 0z; 和 02 为 潭 邻 边 作 一 平行 
周边 形 O21%go. 
上 图 13 可 蜗 
如 (az 一 ZL 十 ie 一 吾 f2t +20), 
一 yr + = tg a). 
内 意 数 相等 的 定 浆 可知 


帝王 名 1 二 Sa 


我 们 也 可 以 将 此 公式 改写 为 
0¢ =02 0 
这 正 是 向 量 如 法 的 盏 行 四 地 消 规 则 。 

前 面 已 破 内 过 ， 一 个 向 基 的 怪 秦 只 有 由 个 ， 即 长 姑 和 和 广 
向 , 至 干 共 它 的 一 切 东 西 , 例如 趋 点 的 位 作 , 都 是 光 关 紧要 的 . 
如 采 有 两 个 向 量 , 它们 的 长 起 和 方向 相同 , 我 们 就 询 这 两 个 凋 

yi 量 是 祖 等 的 。 于 是 我 们 识 可 以 考虑 起 
点 不 在 原点 的 向 量 , 比如 起 点 是 si 灯 
点 是 2 的 条 攻 如 如 (由 工 4)， 将 它 的 
赵 点 搬 到 不 点 去 询 不 改变 它 的 方向， 
就 神 到 另 一 向 最 e， 根 据 向 量 相等 
拘 普 思 ， 应 当 有 ， 

pe 00, 


图 11.4 


但 是 由 向 量 加 法 的 定义 ,又 有 
Oz 十 5 了 -= Oz, 
从而 
ma 0 Om ON mt gs 

这 蓄 是 就 ， 超 点 在 入 训 点 在 吕 的 向 量 ， 如果 把 它 平 行 地 移动 
使 起 点 蓝 到 原点 ， 逆 么 达 个 向 量 
; 就 可 以 用 复数 + 一 z1 表示 ， 这 个 
看 法 请 读者 务必 搞 清 苞 ， 恩 为 在 
这 本 小 册子 中 一 届 地 利用 了 这 个 
事实 ， 例 如 起点 在 一 1 问 点 在 i 
的 那个 向 量 可 用 i 一 《一 1) 一 1++3 


素 表 示 《 图 1. 5)。 
现在 再 来 揽 洗 复数 的 过 法 , 咒 
一 Poe's 一 站 ef 
所 以 
80 和 一 《Poei ) (ce) 
=poptlcosth+i ain oog 有 二 ein 上 
= popLieos th cos O—sinth pin 9) 
十 让 Bi 各 下 eos 0+ con haing )] 
w= popTeosfBu +t-0) + teintth +8)] 
= poperosto; 
我 们 不 对 这 个 公式 作 一 般 的 儿 旧 解释 ， 只 注意 它 的 两 个 重要 
的 圣 萄 情况 。 
1) 当 PP 一 | 一 1 时 ，s= es， 于 是 
so0 = ego PoE +0 2s gol ee 
这 崇明 , 用 e” 去 乘 在 一 个 复数 20, 才 不 改变 zo 移 模 , 但 是 使 
2 的 证 角 二 加 了 口 从 几何 上 来 看 , 用 e“*“ 人 必用"( 羔 } 涧 向 量 
zo 上 上 去， 得 到 了 一 个 与 so 长 短 衫 同 的 向 量 , 它 的 方向 是 由 so 
的 方向 封 动 一 个 角 话 品 面 得 到 ， 这 里 有 顷 戎 一 茱 说 明 ， 由 于 8 
可 正 可 笛 , 当 B>0 时 ,把 zo 没 反 时 计 方 向 等 动 9 就 得 到 了 向 
是 xeet 车 8<0 时 , 把 z 沿 虞 好 对 方向 塌 动 一 他 得 到 向 是 
ze”， 畦 别 , 因为 
do = 6020 一 这 ,一 6 二 so 
可 知 向 量 je 和 一 io 是 拱 so 分 别 沿 反 有 时 针 方 向 和 晒 时 针 方 
向 转 一 直角 而 得 ， 内 一 如 = 【一 1)50 一 eg0， 林 启 一 z0 的 方 
5. 


向 正好 和 z4 的 方向 相反 ， 这 两 个 向 量 
互 为 滥 向 其 (图 1 6). 
9) 当 8-=0 肝 , 二 Pp 记 有 即 此 于 
3 为 一 正 实数 , 因 眶 
gaa P20 一 《PPo)e 
这 表明 ， 有 局 正 实效 P 去 乘 复数 wo, 不 


i 


To 


图 1 人 
改 变 za 的 福 角 ， 只 使 它 的 蓝 乘 上 了 P 倍 。 从 几何 上 素 看 ， 用 
正 实 表 2 “作用 《【《 税 ) 到 向 量 se 上 去 ， 兰 不 殉 变 各 的 方 高 , 只 
天 借 so 的 兵 知 " 拉 长 的 当 Po< 时 实际 工 是 烷 短 ) 了 P 倍 。 根 


所 这 点 设 明 , 特别 的 , 由 园 荆 了 可 
一 玫 2tZ: 网 ,zx 与 细 迷 入 的 中 点 可 以 用 复 


-A 


ao 
i 数 荆 (es 十 sy) 来 表示 ， 
AN 2 
了 + 六 
SR - 由 于 彝 法 的 公式 已 奸 得 到 ， 
AL 一 于 是 对 于 
0 x 31= PO za poe 
器 7 省 


2 Peer 
%1 Pr 


对 于 这 个 公式 应 当 畦 别 理 解 的 号 arg( 各 下 示 荐 由 向 量 Oz 

转 到 0O%s 所 扫 过 的 有 向 角度 一 一 即 带 有 一 定 正 贷 号 的 角度， 

和 如果 atg (名 >>0， 表 示 这 转动 的 角度 是 沿 反 时 斜 方向 (图 
a - 

1.8)， 如 果 axg (天)<0， 训 示 是 沿 里 时 针 方向 转动 鸭 勾 度 


6 


图 1.8 
( 钥 19)， 显然 ， 这 种 转动 的 角度 ， 按 纺 对 值 来 说 是 不 超过 
五 的 ， “ Y 
俩 如 要 算出 i 到 一 (1+ 引 的 有 向 转 | 


动 角 (图 1 10). 


arg| 二 和 {1+ -3+2]- ms 人 ~ 1-+) 


=nrg(t 一 下 十 二 
3 图 1.10 


到 —I, 


4 
最 后 复习 一 下 1 并 次 方 , 这 里 4 为 自 航 数 , 这 就 是 就 辟 
求 因 复数 zz 使 六 =1， 说 z=pe", 于 是 


"= oppe Bi? Bidrerg 
如 个 加 个 


元 四 t 让 


pope""=l1. 
对 鱼 式 的 两 边 取 措 , 得 p"=1, 因 户 是 正 实数 , 疏 p= 工 网 为 ， 
不 询 心 是 什么 整数 , 当 8 =28z 时 都 有 
gi eidNr 一 1, 
记 以 e 对 于 任何 鳌 数 上 都 是 1 的 * 奖 棋 ， 但 是 在 它们 中 
7 


圈 , 彼此 不 同 的 只 有 如 个 ,这 下 个 根 可 届 合 有 一 0 1 2 ,一 1 
丽 诅 治 , 即 
1, et ee 入， er 
候 # 个 也 不 相 则 的 1 的 次 根 ， 它 们 蜡 做 x 次 单位 根 、 内 于 
它们 的 可 等 于 1, 所 以 都 在 夷 原点 为 中 心中 委 为 工 的 闸 局 (此 
较 次 为 单位 站) 上 , 而 且 想 分 的 两 仿 幅 角 相 差 2 开 ， 
特别 的 , 当 %=3 时 ,得 三 葡 革 位 很 为 : 


or i 4 一 
5 Ei 一 3 is 


ty 它们 的 分 布 如 图 1. 11 所 示 。 
~、 一 切 必要 的 岛 备 知识 的 拖 议 
AN 到 此 为 止 ， 这 者 是 一 些 季 半 的 、 
\ 站 中 学 完 本 里 已 释 学 过 的 东西 ， 
| 但 是 对 阅 芒 这 本 小 叶子 以后 的 内 
容 来 谣 都 是 基本 重要 的 ， 转 别 是 
图 111 把 复数 于 威 在 丙 向 量 ; 复数 加 法 
的 平行 四 边 形 法 则 ; 用 e 去 又 zo 的 几何 解释 ; 用 一 正 实 教 
P 去 生 so 的 几何 解释 等 等 ， 者 应 南 彻 底 了 解 并 学 会 高 练 地 


运用 ， 


第 一 节 的 习题 
i1， 满 是 下 列 美 系 的 点 3 位 于 何 处 ? 作出 图 形 ， 
1. 1#| 志 2 多 2 过 ,2 三 生 
8 Es)> 上 生 5 人 二 二 
， 33,，、. ， 名 


5. Rn =7(7) 6, args = 


4 
7. args < 字 BI(:) -= 上 2 
9. F(A#) > 10 村 | <: 
- ” | 十 十 


3. 包 知 一 正三 角形 隐 顶 点 为 4,5， 试 写 出 在 一 茹 可 认 情 形 下 的 另 


一 项 点 . 
3.. 色 知 一 正方 形 的 阐 阴 点 为 双 D， 试 写 出 丰 一 切 可 能 情 型 下 的 其 


它 两 顶点. A 
4 有 图 是 间 列 的 三 个 大 小 相同 的 js 
正方, 证 和 二 一 


T 


1 十 必 3 十 民 3 一 吾 。 (第 4 是) 
5， 匀 四 , 呈 , 为 三 点 适 台 下 列 革 件 ; 
十 323 十 3 一 个 
一 | 一 [ss 二 革 ， 站 
求证 #1 8253 是 两 搂 玫 证 位 圆周 正 - 
兰 角 形 的 三 个 顶点 。 了 
6 有 一 个 人 在 草原 上 漫步 , 开 娟 时 
具 扎 处 出 必 ,向 正 东 答 走 , 每 走 过 二 公里 -i F 二 
后 伺 疝 友 转 一 角 惠 0. 央 他 走 过 耻 N 公 里 “| . 
后 , 元 出 发 点 的 走 简 下 珊 是 多 少 { 昂 省 图 )? { 第 有 是) 


二 一 些 例子 
和 这里， 我们 用 第 一 和 节 中 介绍 过 的 知识 求解-~ 些 初等 凡人 饮 
中 的 尚 粮 . 
1” 其 复 获 相好 的 几何 解释 (大 看 名 1 3), 可 以 并 出 


一 一 全 一 
lOCzl sida IOs2!, 


这 是 因为 :任何 三 角形 两 边 之 布 必 不 小 于 第 .三 边 , 把 上 
述 不 等 式 用 复数 写 出 来 是 

1z1 十 ma| 近 1zz| 十 | za. C1) 
这 是 一 个 常用 的 不 等 式 . 

现在 县 x==w 十 iy 二 pe”*， 命 

z=x 一 iyg， 称 z 为 2 的 共 辆 复 
数 ， 窑 易 夏 二 ，z 与 5 遍 于 关于 
实 轴 对 称 的 位 置 (图 2.1). 于 有 是 
图 2.1 - 和 一 pe ts, 


lal’=p*= (pe ) (pe ™), 


|z12 = 23. (2 
让 & 为 一 固定 点 ， 若 动 点 2 济 64 的 芷 珊 等 于 常数 Pp， 则 
z 满足 笨 件 


jz-al=pP (3) 
可 见 适合 (3) 的 点 z 描画 出 以 4 为 中 心 以 P 为 中 征 的 园 周 可 


上 将 563) 改写 成 
zs—G= pe (— rn) 


= t pe (4) 
当日 从 一 7 变 到 时, 由 (C4) 的 右 
0 和 边 表达 的 复数 * 就 楼 出 轩辕 一 隐 

国 22.2 《图 之 2), 


特别 , 若 此 回 由 心 在 原点 , 即 ga= 0， 则 圈 周 上 的 点 适合 
lsl=p 或 4= pe 
对 于 单位 图 册 上 的 点 z, 期 有 


121[ 一 工 或 > 一 6 
俩 1 证 明 竺 式 jz taal ?+ |o1 mg) ?= 2 2 +1201 ), 
并 对 此 等 式 作 出 几 人 徊 解释 . 
证 ”利用 (2) 可 得 
la1t za 2= (1 9) (R122) 
一 | zi 和 2 十 | gs213 十 《3 和 5 十 蕊 1229 
S21— Sel C8 — Ho) CA ~ Zo) 
=|gl: t+|z2a| — (e122 31%2). 


将 此 二 式 相 基 恒 得 

jzit zolst 1am al?=2(] 2 + 12l’). 
这 等 式 的 几 刷 意义 是 : 竹 行 四 边 度 对 角 线 的 三 方 各 等 于 四 
条 进 的 平方 和 (图 2.3)， 


冲 1 十 空 二 


图 2.3 图 2.4 
全 台 求证 三 洗 禹 阁 1 多 3 秀成 一 正三 形 芍 三 个 全 
点 的 必 避 充 分 条 件 是 它们 适合 等 式 
11 


3 十 2 十 33 二 2228 十 9831 十 199 
证 让 必要 性 


镑 人 zzzes 为 正三 角形 (图 2.4)， 所 以 三 外 角 都 等 于 竺 -， 


arg( 各 天 各) arg( 全 二名 ~ 各 ~ 罕 - So 1 
久生 


扰 且 三 过 都 相等 , 如 
izs—z1| = 12s 23| = 2 — 28l, 
由 上 帆 可 找 出 


一 一 -等 ) 
Ze Ri aS 
各 此 沁 变 为 (x 一 3532 一 (21 一 23)(z9 一 如) 后 再 化 隧 恒 竹 
2 于 于 8 二 290 十 名 21 十 宅 129. 
iiy 充分 性 
识 等 式 81 十? 信 十 怠 一 23228 十 3331 十 X36 或 二 ， 照 站 中 进行 
入 步 此 度 扒 回 去 可 得 等 式 


Et ed ET 一 28 3 
323 一 总 | Si 一 人 


， 和 这 正 说 明 Axisazs 三 外 

/ 角 相 敬 , 故 为 正三 角形 . 

例 3 在 Acpe 的 丙 

< | 边 作 直 方形 abef 及 
六 一 acgh( 图 2.5). 求证 

图 & i) Aqbc 的 高 oa 


必 平 分 大 
1 Aabe 的 中 缕 sm 之 长 为 拯 之 兵 的 一 里. 
证 适当 选取 坐标 系 , 使 .6 之 违 线 为 实 赫 , 而 俩 ”为 原 
点 .于 是 5 可 以 写成 Xi 的 形状 , 这 里 入 为 一 正 实数 ， 而 Be 
都 是 实数 ， 
i 因为 
f=0+(a—Bb)i, 
h=ai (Ce— 0a), 
鼓 它 们 的 过 入 的 中 点 49 可 只 为 
qth sat ss 


M+ ee 3 


这 里 十 2 二 “是 一 实数 ， 这 咒 昌 4 在 硬 四 上 ， 册 为 商 ao 也 在 


大 抽 上 , 故 高 ao 平分 刀 . 
ii) 因为 
R= hf = I+e-2al. 
二 2 


所 以 
an = lm-el = 二 al 一 寺 15+o 一 2al 
1 一 二 
一 寺 上 HR 


例 4 襄 O 为 平 宙 上 一 固定 点 ， 考 容 斑 画 上 所 有 注 是 加 
18 


件 ] O81 一 ga，10 相 一 8 的 正三 角形 人 ec， 则 16021 的 最 大 长 
度 等 于 多 少 ? 
解 取 0 为 复 平 面 的 原 点， 不 七 把 w 冉 定 在 正 实 理 上 ， 
由 于 10 革 一 由 赦 ao 又 因 10 列 一 8, 故 可 写 
忆 一 Bet， 
正三 角形 Aabe 的 另外 一 个 俩 点 有 两 个 可 能 的 位 置 ,如 图 2.6 
中 的 ol 及 cs 所 示 。 由 图 可 见 


局 一 二 (一 的 8 


eo=b+ (a—b)e 't. 
将 pives 合 到 为 o 把 上 两 式 合 写 鸭 
oc- bi (wm be 


本 上 j 吾 士 牛 三 
一 Ge Fb(1l—e 3), 


{村 i 吾 
e+e 下 一 寺 ， 


故 上 式 可 以 改 成 


ee 3 + Bevl. 
这 料 一 案 , 求 1051 的 最 大 长 度 训 化 成 求 1c| 的 最 大 填 , 利用 不 
I 生 


多 式 (1) 可 知 


jor 
icl< lee 3 |]+|Bes| 一 十 有 


下 
”各 


但 当 9 一 之 村 时 ,c=(@+8)e 
度 ++ 甩 . 
2” 在 第 一 书 中 已 经 知道 , 人 一 复数 > 都 可 以 写成 
z= | 各 | Bfei 


共 上 人 一 args z， 由 此 可 得 


eo09f tr ang. 
lz 
家 其 实 部 和 咖 部 鲁 有 
cosg- BT sing 一 7 (5) 


说 z1,za 是 两 个 不 为 雳 药 向 最 ， 前 节 已 经 指 及 ， 共 Oz 到 Oa 
的 站 向 角 3 洱 中 
9=arg( 2). 


将 全 看 成 (5) 中 的 2, 于 是 9 就 相当 于 (5) 中 6 的 地 位 , 这 栏 一 
来 便 得 到 


EE 
礼 


A et 
-A 
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Ht 


=A( Za ) 1 pp(ag0). C6) 


igil | se [zl lz2l 
同 理 
io Zit Nl rs 
sing=1( Tr) TT (7 
利用 (7) 可 以 计算 于 而 上 点 ss 到 向 量 0 有 2 的 距离 8 队 图 2.7 
2 容易 看 册 
Si 8 一 1sajsing=- 工 -rr(zazs) 
\ Fe] 
_ By » 一 一 :8 
= 到 ss ) Tle "za), C3) 
0 其 中 


图 2.7 1= ATE ti, 

内 于 一 六 < 天 9sm 厦 Mn5 可 正 可 灸 ,从 泵 2 也 可 正 可 外 ， 
于 是 由 公式 (3) 夫 未 出 的 中 遍 ， 称 汶 有 淘 距 离 。 为 了 得 到 距 开 
的 数值 , 只 计算 i181 就 可 以 了 ， 

平面 上 一 点 2 到 另 分 两 点 为 ，、 
# 如 的 严 色 的 有 向 虹 突 8， 正好 是 向 
基 #* 一 g1 的 粹 点 到 向 量 za 一 经 的 有 
担 距 网 《图 2.8), 挡 公 式 (8) 有 
5 有 下 (9) 

图 2.8 玉 在 利 开 公式 (9) 泰 解 一 个 题 . 
例 5 x 个 再 角 都 棚 等 的 古 # 边 撒 夫 的 全 一 虑 当 各 的 
焉 离 之 和 党 于 一 个 常数 ， 

证 起 在 复数 平面 鞋 ， 此 出? 边 形 的 上 个 诺 点 按 友 时 多 
方向 榨 烈 可 用 复 束 su sa sn 罕 示 (图 2.9), 并 识 紫 多边形 
16 


Y SA 


的 内 角 为 虽 欠 和 角 浓 名 于 是 
nl = NF Pp) = 4 


RE 
他 Ee Zn 
arg{ss— 21) ~ Bo. 
| 
可 见 | 
argf2s 一 2 六 名 十 有 


argfK 2 一 25) 一 名 十 29， 
Arg(gn ~— Zn1) = Cn ~ 2)D, 
arg(z— zn) Bot+ (Cn 1)0. 
从 而 ,局 仅 式 (9)，z 到 各 边 四 病 之 和 为 
IL(s-— 1} etre:220| (so— gu) et Ang ns 
tet I So) een 
= {2— gi)e 1-t I — po)e tate ] ns 
十 i 光一 Zr) 已 一 人 一人 六 于 
Jee ttl ets+ et 二 ee 


— JILe-' (st ce? 2a0 + ne 1)], 


因为 
1+e te e+e le 
le 
1 part 
二 = =0, 
导 硒 


Ize (le ie te "i=10)=0. 


17? 


王 是 赴 启 之 和 等 于 
— Ie (st se 20 tr ore ir 1e)] 


是 一 个 与 z 无 关 的 常数 , 这 就 证 明了 我 们 的 命题 . 


第 二 节 的 习题 


1。， 求 咱 息 数 & 关于 汗 苞 五 (2) =1L#) 的 对 称 点 . 
2，(1) 求证 向 量 > 与 9' 怨 站 的 必 更 床 分 牺 件 是 
Rss'} =0. 


2 3 (3) 求 还 等 式 Js 十 丰 =1z| 二 1s 成 
亦 药 攻 要 完 分 条 件 是 
1 Rrzsy} 一 12 12 
pat 拜 对 此 作 册 几何 解释 . 
4 3， 录 还 在 四 边 形 zzssazl 由， 对 有 角 炉 
(第 3 题 ) 互相 张 喜 的 必 坚 充分 策 件 是 


Ys ol? + ss ll? =|ss #3 + sz: | 
& 在 Atyzz8 的 省 边 . 上 ， 分别 向 处 作 正 三 角形 Azizztm; 
’ A A 2. 
| 


求证 ;和 大 ttWza03 为 正三 角形 的 必要 大 


8B 
分 条 件 是 入 21z223 将 正三 售 形 ， 
if 8 5， 在 对 行 四 池 形 4BOD 中 , 若 


了 站 A .BD AB!+ AD', 
《引号 题 } 和 赴 生地 选 避 至 标 逐 以 证 明 : 这 平行 四 进 形 
的 秀和 萄 尝 为 35"， 


6 冬 四 秘 煞 ri #6, 231 34 适 台 生体 


|z| 一] ss| 一 zs| 一 |z | =1, 


求证 它 癌 和 成 一 个 内 湾 于 音信 于 的 “年 形 的 网 个 顶点 - 


J 
Co 


三 共 线 、 -™ 共 图 、 共 vii . 
1 裔 2 zo 23 三 点 辐 在 -- 条 直 缆 上， 由 图 3.1 可 上 见 遍 
一 一 一 _ 
量 sigs 和 si2s 萝 半 对 不 外 乎 下 面 两 种: 
-一 一 —y 
记 gi2gs 与 jx3 廊 向 稍 同 ; 
一 一 
ii) CIT 与 局 ] 3 志向 相反 . 


在 蓄 一 种 情形 叱 二 向 最 夹 角 * 
为 痘 ,在 周一 种 情形 此 二 向 量 “2 
的 类 角 为 x， 这 就 是 襄 图 3.1 
arg( a) DO 或 7 £1) 


有 反之， 若 (1) 上 成 立 ， 央 各 ,zo ?3 必 同 在 一 条 着 线 . 上 ， 但 是 大 家 
知道 ,一 个 复数 的 幅 角 是 党 或 mm 则 这 复数 一 定 是 一 个 异 了 第 
的 实数 4 反 过 来 也 对 ， 于 是 可 忆 掀 条件 { 二 改写 为 

2 二 了 》 (为 一 实 教 ) 


守之] 
国 此 我 们 得 到 诗 二 葵 ; 三 三 点 1 Fa, 2 共 谎 的 必要 天 分 条 件 是 
2 = 和 (实数).。 (2) 


包公 

这 里 不 排除 =0 的 情形 , 因 污 当 入 一介 时，j 一 za 于 是 
三 点 21, zo、83 实际 上 基 两 点 st sa 它 但 当然 是 鞭 的 条件 
(2) 用 起 来 状 不 方 恒 ， 起 码 ， 对 于 同 在 一 直 嫌 上 的 三 点 21, 2， 
zs 它们 在 (3 中 的 地 位 是 不 站 称 的 ， 为 了 渝 除 这 种 不 对 称 

性 , 我 们 给 出 
定理 一 ”三 点 81, 2o, za 共和 线 的 必要 过 分 条 件 是 : 存在 三 
19 


个 不 仿 为 过 的 实数 Ny, ho, Ms 漠 足 关系 
和 十 ke N= 
芽 合 
N21 十 Mag 二 Nagg 二 0。 (3) 
证 i) 必要 性 
老 zn so, %3 其 车 , 划 依 (09 有 
一 41 《实数 )。 
大 2 一 它 革 
呈 即 
《一 3 一 Xe 十 sg 一 由 
只 要 全 和 一 A-- 了 ,Mo 一 一 和 Mg 二 1, 异 知 
Mt ht hm -1+( -N+1=0, 
2 十 Xasn 寸 Maczs 严 由 
为 已 竹 有 Ms 一 1 三 0， 所 以 Ni) hs 不 全 为 等 是 当然 的 ， 
ii 充分 性 
车 不 全 为 党 艾 泣 个 实 炸 入 ,ha,Ne {下 妨 训 入 二 0) 满足 
Xe 二 Xesc0D 色 使 (3 成 立 ， 于 大 ， 解 霸 入 一 一 (As 二 Xe) 代 


ci, 大 (3) 可 得 
p44 Na za 一 2 起 寺 Aafos 一 2 一 个 
jg ’ 
曰 人 可 说 


2 和 用 上 星 是 

< 3 

pe 2 【《 笑 次 ) 
图 3. 从 而 mvsa ?8 三 处 共 雹 . 


设 1、2s 是 而 个 固定 虚 ， 现 在 更 在 它 俏 的 这 条 土 求 出 一 
,将 生 息 s1、 rs 按 这 此 给 定 的 比 谢 分 成 琴 个 粮 滤 (图 3. 22. 


就 是 说 结 岂 实数 Xp 来 找 思 一 点 z 使 
+ 
lz: hasal .pA, 
亦 即 
一 全 —3 
Mish = pl zs 
> 
由 于 此 时 nz 和 zzs 的 方向 相同 , 从 而 上 式 相当 于 
NS 一 说 ) 一 此 2 一 3 
从 这 里 可 尽 解 出 


| 
艺 一 3 (4) 
z 二 zg 太一 各 时 奏 出 5 呈 33 而 当 和 = 世上 肚 , (给 出 各 与 39 的 


速 禾 的 中 点 甜 二 2 


我 抽 还 友 甫 分 名 2 取 在 zi 与 
2 的 过 楼 的 延 其 楚 上 ， 但 玫 时 
2 与 527 方向 正好 相反 (图 3. 
3)， 因 而 在 等 式 图 3.3 

MAC2— 21) = pgs 2) 

中 , 入 与 上 必须 是 异 呈 实数， 反之 , 车 尤 训 入 与 上 是 异 号 实数 
【但 和 二 一 内 ， 玫 用 (4 珍 这 出 的 点 # 必 在 21 与 sa 的 这 林 的 
延长 烧 . 上 ，。 这 样 的 分 点 ? 称 为 外 分 点 ; 和 岳 当 和 A 回 号 时 ， 册 
{4 我 出 的 x 钦 沁 内 分 点 ,。 


若 信 v= 出 可 将 (4? 改 等 不 
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多 1 十 28 
了 二 zz ” (5) 


其 中 z 寺 一 TI， 在 (5 中 , 只 包含 一 个 参数 z， 怪 妩 地 计 询 ? 变 
动 时 分 点 在 >i，2 过 经 上 运动 的 情况 不 恰 是 有 未 的 ， 和 而 县 
是 重 早 的， 当 > 一 0 时 ， 得 到 点 za 而 当 0 到 十 co 时 (这 正 
是 说 和 .只 同 寻 ), 就 对 应 着 办 分 点 ， 当 7 从 0 增加 到 十 ce 时 ， 
点 ?从 & 潮 渐 走 近 点 zo。 当 入 ,p&p 异 号 时 ,此 时 w<<0, 记忆 全 
实数 zz 代入 (5) 所 决定 田 炎 的 是 外 分 点 。 这 时 及 可 以 半分 为 
两 种 情形 ; . 

i 一 ov 必 一， 此 时 分 点 2 在 延长 名 上 zs 的 外 边 , 当 
v 匹配 党 近 一 1 时 ， 分 点 可 移 玫 高 和 任意 远 的 地 方 ， 而 二 的 
契 对 秆 无 限 增 大 时 ，z 就 越 来 越 上 党 近 zo 这 一 点 . 

ii) 一 42<0， 此 时 分 点 4 在 延长 戌 上 %1 的 和 外边 , 当 了 ? 
无 跟 地 靠近 一 1 时， 分 点 4 可 以 移 到 高 任意 远 的 地 方 { 图 
3. 4) 


客 一 


图 8. 于 


公式 (4) 或 (四 都 称 为 定 比 分 点 公式 。 
例 1 求 和 zessss 的 重心 ， 
解 三 角形 三 条 中 灵 的 交点 即 汶 三 角形 的 量 心 ， 沈 求 


[一 Er 


si22 的 中 点 2 


名 1 十 Za 
一 人 四 


和 一 


而 三 角形 的 重心 < 更 把 a 和 zs 
的 连 克 按 1:3 分 成 两 个 多 有 自 , 于 
是 按 公 式 (4) 有 图 3.5 


Si 2s 
_ 2 +126 处 2 )+* 
2 二 1 名 


二 | 十 之 a 十 Za 
人 站 


这 就 是 Asaxaza 的 重心 . 
例 2 求证 ; 车 三 角形 的 重心 和 它 的 外 心 重合 , 则 比 三 人 角 
形 为 一 正三 角形 . 
证 适当 选取 坐标 系 ， 使 化 三 角形 的 重心 合 于 原点 ， 哉 
在 珑 坐标 对 下 ， 工 三 角形 的 三 个 用 点 用 复 获 aa、 #2 zs 表示， 
由 于 原点 是 外 心 , 故 
1 2 一 121 一 128| = p, 


尺 肝 于 原点 亦 是 重心 , 鼓 由 例 1 可 知 


省 


0 一 言 (zz+ Zo Zo} 


亦 即 
2 十 2 十 2z5= 人 - 
从 而 
kh = 1 I 1 
1 3 a1 zura i ” + bo 
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= zats( 十 一 2 + 
1 定名 立 呈 BSE 


二 3 2 23 _ 
eos To Tasl® ra) 


叫 1 全 本 六 一 一 一 
= (zi sa) 


2 2 十 gz 十 23) 二 从 


到 从 
(sr 十 oa 十 23)2=.0， 
可 得 
2 二 2 二 sa — Ces 十 3358 | jag1) 一心 
精 合 此 两 式 可 知 
避 十 2 十 二 2124 十 a28 十 2g21y 

由 第 二 节约 俩 3 便 知 入 x1xzzs 为 正三 角形 ， 

2 现在 来 录 出 四 个 点 周 在 一 个 回 周 上 的 条 伴 。 码 点 艾 
在 同一 个 回忆 上 一 共有 太 种 花样 ， 这 里 最 然 只 融 出 两 种 情形 
来 堵 确 , 但 寿 葵 对 其 佘 情形 园 样 有 效 , 硬 心 的 息 者 不 妨 一 一 允 
证 之 . 

设 21，zs、23、 24 按 下 列 两 种 方式 分 布 在 一 个 图 周 上 (图 
3.6)， 无 其 在 哪 一 种 情形 ,图 上 所 标 出 的 、 轩 点 在 如 及 有 弓 的 
两 个 有 向 角 都 可 以 用 


arg( = 及 arg( 全 二 和) 
pF 2 


来 计算 。 不同 的 只 是 在 万 轩 的 搞 形 , 此 二 有 向 角 相 等 , 玖 
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A 
图 3.6 2 


访 1 一 站 be Bit 
arg( 氏 = 各) 一 are( 2 1 》 
BS1™ 多 4 | 
车 1 一 宅 一 
ars (= 1 3 ) 
是 


= ap( 2 2)- are( a= 和 = ) 0. 
1 人 3 一 多 


在 图 的 情形 ， 顶 点 在 2 的 有 疝 角 与 证 点 在 za 的 有 向 角 的 
相反 有 向 角 之 和 正好 等 于 一 , 期 


之 1 一 儿 有 a 和 (27 Zu™ Ss 
arg( =a | IT 和) 7 
器 1 一 安 4 1 和 MM 


是 一 个 实 新 ， 为 方便 再, 我 们 合 


2 《Si —%3) (so 24) 
Ce fs fo 0) a Co — ae) 


寿 称 它 为 由 sl go Yas,zs 雇 构 威 的 交 比 ， 模 据 以 上 推理 可知 ， 
zn 2 zg4 其 图 的 一 个 必要 荣 件 是 奖 昆 (1, 2 88, 24) 是 一 个 

现在 设 (&1, sa zs 240) 为 实数 ,分 两 种 情形 来 计 醒 : 如 果 这 
四 点 中 有 三 蕊 不 共 黎 ， 那 么 过 这 三 点 必 有 了 崔 一 的 一 个 图 局 通 
过 , 因为 距 时 变 二 为 一 往 法 , 故 将 部 述 扒 理 司 加 去 ,车 利用 补 
等 儿 何 中 的 简单 事实 ， 可 知 第 四 个 点 亦 必 在 这 个 图 网 上 . 其 
这; 如 时 此 四 点 中 有 三 点 丰 太 不 妨 距 za zs, 34 共和 芒 ,于 是 优 
上 上 起 的 讨 戎 可 知 


Zo— Pa 
zo 实数 
又 轩 为 
RS SN 2 
R11 Po 2 二 
《zu Zor Ras 24) a Sa 实数 ， 
Le 
名 1 一 和 8 二 天 


这 表明 si,ss,zy 夺 线 ,及 玫 zsavss 2 在 局 一 条 直 赤 上， 总 
起 来 向 ， 当 效 失 (zl sa *a ga) 为 一 实数 时 ，sivsas ss st 必 共 
图 或 兴 秦 .由 于 可 能" 兴 盘 ”, 这 似乎 玻 坏 了 " 共 图 "的 吉 一 性 。 
交 了 消 隆 这 个 饼 路 ,我们 今后 拒 鹿 锰 也 过 成 蜀 周 , 只 是 它 的 御 
径 不 是 一 个 砂 限 数 ， 就 是 郁 把 直线 看 成 是 牢 簿 为 元 品类 的 乔 
28 = 


A 


前, 今后 我 们 永 阮 和 采取 运 种 看 法. 
我 个 把 上 革 进 车 困 写 成 
定 到 二 ,za.24y 84 非 加 的 必要 充分 条 件 是 诡 比 


2 
Col AY Sy 4) (ga) so— se) 实数 . 


识 到 挛 龙 ， 必 须 措 任何 四 个 复数 的 交 上 的 一 个 儿 条 和 解 
释 。 加 


= axg( 和 二 后 一 各 》 Ws arg( a= = 2 
人 用 


四 2 一 2 

Pp A (21, za Za 4) — pI — Wa. 
分 别 作 和 过 2 sg sd 到 zo Za 
za 的 则 | 周 ， 交 在 sa 处 分 别 作 
两 隅 的 雪线, 用 号 及 儿 分 别 
记 这 两 条 纯 友 与 过 zs、z4 的 
茂 所 汇 揭 角 (图 3. 四， 由 者 
等 几何 知 入 一 灿 ， 人 二 a 
从 而 


arg{ 2 Sor Ss 24) =P=01— Ps. 
我 们 和 葛 定 ， 称 两 回 周 在 交点 处 的 切 儿 加 网 夹 角 为 这 两 个 团 周 
的 才华, 这样 一 来 ， 上进 每 式 可 以 叙 壕 为 :arg(Czi 2o 5ay 24) 
等 于 这 zg1, ssv xs 与 522,%5; z4 的 两 个 轩 周 问 的 夹 角 ， 这 个 桔 
论 , 在 第 五 有 中 将 会 出 汉 ， 
最 后 , 再 葵 出 -- 个 下 段 中 要 用 到 的 四 点 斐 圈 的 条 件 . 
设 和 ,so 2 sa 在 同一 个 闻 周 上 ， 连 精 #3 与 zi， 24 与 各 
27 


的 两 黎 间 和 粒 交 于 图 外 的 一 点 zz《 图 3.8)， 命 

| 一 36 一 Pps (E-=1,2,3,4) 
AEC 33) 二 由， 
Rre (SO— A) 一 全 


出 
S21 P10’, 
2— Zo= pot, 
$— zg= Pei ， 
图 3.8 a 
于 是 
一 加 a 
2 -Sr rss ee 
Pi 
Papy 
由 和 初 于 几何 知 
PiPIa™= paps, 
具 话 
2 一 2 一 se) _ tap 
《2 一 SCz 一 27 
共 中 p=are( 各 = 各) 
反之 ， 世 可 证 明 ， 攻 zz za st 有 上 进 性 盾 ， 它 人 科 必 共 
圆 。 
3” 现在 我 们 来 时 葛 平 而 儿 何 中 有 关 三 点 小 训 , 三 黎 共 点 
的 同 题 ， 首 先 答 出 
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定理 三 (Maeneleus 定理 ) e 
在 Aebe 的 二 过 (成 避税 的 廷 拒 m \ 
入 ) 上 分 别 取 三 若 了 ws%( 轩 3 9)， 则 


长 
EE a Rt 
图 3.9 


Ci cf) 


ci A bo 
是 也 入 部 冯 点 到 总 的 必 莱 充分 统 作 . 

证 站 充分 性 

设 (6) 成 站 ,由 十 56、fe 共 绪 ， 所 以 2 一 /一 实数 ， 不 妨 将 达 
实数 写成 :的 形式 , 印 


b—it_ Nhs 


一 一 ， 


人 


这 里 和 a js 各 是 实数 目 Ne 二 Ne 否则 就 有 2 了 一 1 由 此 可 推 


出 上 二 6， 这 是 不 可 能 的 ， 
出 理 , 下 开 cmya 夫 级 ,可 这 


2 到 一 全， (Ni 为 实数 ) 


MA— A 
将 此 二 式 代 大 人 ,可 以 解 出 
划一 多 一 
B—n Xs 
妾 兹 三 式 分 别 改 本 成 
《Na 一 和 让 一 Na 一 和 机 
人 (C7) 


CA ™ AL)5 i Mn 一 Nitty 
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并 将 它们 相册 ， 便 得 
《一 久生 《一 
及 叶 汶 
六 
及 有 
CA 
连用 定理 一 可 和 扼 岂 人 .2 起 线 . 


ii) 必 要 性 
设 帮 ia.# 共 线 , 要 来 证明 它们 使 (6 成 立 。 俩 售 
Omi hs Cim hs 
cf ra- 了 As’ 
从 而 


我 们 指出 %, 大 和 ,否则 (7) 的 前 两 式 将 成 海 
(一 
(hom A 

将 此 二 式 相 加 ， 

(CAs ~ A mm) =Aita- 0), 

族 
1- m= be), 

这 表明 驳 平 行 于 路 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 mm、! 与 区 上 前 一 

点 # 是 共 线 的 ， 于 是 和 :天 和 s， 亦 即 和 是-- 个 不 等 于 1 的 实数 . 

恢 定 比分 点 ， 攻 可 在 gc.6 的 连 线 上 我 出 一 点 奴 ， 使 
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Ci Me 

Bie A 
事实 上 , 只 须 合 

BD- A 

站 


厚 可 ， 想 据 ww 的 琅 站 加 知 
bl ep ww 
i 了 
5 一 RR—m Dm 1 (8) 


由 纪 癌 证 明了 的 本 定理 的 龙 分 性 部 分 知道 1m.n' 基线 ， 
但 题 设 ws 共 燥 ， 因 而 %* 和 ww 都 是 ?mn 的 束 枫 与 wp 
的 连 线 的 安 点 ， 和 但 了 轴 条 不 衬 行 的 直入 只 有 了 只 一 的 一 个 挛 怖 ， 
放 沁 二 %， 二 如 (C8) 正 是 (6). 

更 在 得 来 证 明 关 于 三 镑 具 点 的 

定理 四 《Ceva 定 鞍 ) 
在 Aaie 的 天边 【或 儿 们 的 延长 悉 》 上 分 别 取 三 点 和、 
ps 划 等 式 


Be | (9) 
"a bn 


是 #5 与 加 5 与 % 的 建 克 让 琵 于 一 点 的 必要 充分 茶 -… 


证 i) 必 此 性 < 
咒 这 三 条 和 线 相 欧 十 点 昂 《 图 3. 10). 1 加 
考察 入 ben， 出 于 ip,n 三 点 共 线 , 利用 
定 建 三 , 有 
pn 四 € 


po—-! Ui | 
ec—in-n og 图 5.40 
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同 理 ,于 Aree 用 于 p,m.6 三 点 浇 强 , 有 


BR--n is wb 
| 
cec—pu mb 


将 上 夯 两 式 祖 荣 芽 整理 后 得 


2 
ci a m bn 


ii) 充分 性 

总 :9 成 二 ,请 3 与 加 5 与 %* 的 连 权 的 奖 虚 为 p, 速 4 与 
并 疫 溃 楚 和 对 边 相交 于 世 -由 已 经 证 明 过 前 必要 性 者 分 可 
知 


声 一 六 -有 寻 一 吕 _ 
FF 本 一 一 起 
[一 站 了 一 时 


将 此 式 与 (9; 上 比 坊 ,可 笠 


出 此 可 得 1=1， 这 四 膏 明 & 与 1 上 48 与 m5 与 i 的 巡 绚 机 
交 寺 点 

下 通 举 儿 个 例子 米 这 明 过 十 个 定 浊 的 应 用 . 

例 1 三 角形 的 三 高 粮 共 点 (图 
3. 11). 

证 由 于 mown 加点 共 晤 ， 利 
用 2 最 后 给 出 的 共同 鳞 件 ， 有 


(a—m) (G0) ,oan 


{a—n)(w— 5b) 
闻 理 有 
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(AE 


{bh eb—e) 


《2 一 PC 一 六 ) er 
(oe—m)(te—en) 


将 .上面 三 式 两 演 相 乘 并 敬 珀 后 符 


ci Pam 


三 一 了 一 一 E 


下 一 了 站 一 站 pn 
焦 定 理 四 . 知 三 高 纺 相 侨 于 一 点 ， 
例 2 Desarguse 定理 ) 
改 人 apc 和 AAAgD'e! 的 对 应 页 点 ww 5、 上 ee 的 连 戚 
相 记 地 一 点 南 吉 其 对 应 边 的 变 点 wy 必 共 烧 ( 轿 3.12). 


oh 
te+RBT3T 一 - Br 一 


图 3.12 


证 ”上 先 芳 察 和 5cd, 由 于 4 ,三 点 此 米 , 体 定理 三 虱 有 


nl pr 
b—i se 0 90 1 
cec— 1 49—¢' 6—b 


再 若 察 人 Acad 及 人 aig， 汕 于 in. oo 共 训 及 nn.5'a' 共和 楼， 
才 有 
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将 以 上 三 式 相 清 并 化 往 , 即 得 


a i 全 一 中 
人 一 站 一 一 


由 于 2mmn 分别 是 Aepe 三 边 上 的 点 , 仍 依 定理 三 , 知人 mn 
共 痊 . 
例 3 (Pascal 定理 ) 
.内 楼 于 加 的 任意 雯 边 形 的 三 又 对 边 的 交点 共 黎 ( 辕 
3. 13), ur 


证 识 问 内 接 六 边 形 三 只 于 边 的 次 点 水 多 办 芭 。 考 罕 
A 和信 D497， 几 .8、Y 记 这 三 角形 的 三 个 内角 , 由 于 也 zs2 竹 
Apgr 的 二 边 土 击 且 共 廊 , 傣 定 理 : 三 便 有 
Fk 


站 一 如 如 一 和 人 一 
二 理 ， 由 于 者 共 禾 和 ts Sly 8 共 访 ， 及 有 
34 


Lk — Sa .1 
9 


日 a 


了 
下 


将 以 上 三 式 相 乘 闫 性 理 后 , 可 笃 
it £2 (p— 2 | 


Tu pt gw I{p- zs)(p— ze)l 


ee. (ra |- 
9 8) (gO— 24) errerrnl 1. (10) 


但 因 za,z4,z5 2 共 司 . 利用 2° 最 后 的 笨 件 可 知 


CH 3 人 有 zu 6 
(PD— sg) (Dp 2e) ” 


出 理 还 有 


(9 二 2)(9 一 2 -ran 
(gq— zs)(g ~ 2) ” 
〖《Y 一 257》(Y 一 2 i 
(Cr 一 2 一 39) 


将 频 上 三 式 相 屁 的 飞 积 是 


一 汪 0 十 月 二 了 一 一 下 一 1 
和 


可 一 中 

吉 (10) 可 写 为 
,BW 
7 一 着 一 了 守 一 也 

踊 we pb 三 点 兴 匡 。 


第 三 节 的 习 杠 
1， 裔 徊 为 他 着 回 迪 形 apea 的 底 边 的 中 点 ， 命 dm 与 ge 宽 于 久 


求 省 
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本 €& 中 一 


EW 
站 要 一 个 及 报 为 ato a, pw 的 质 点， 求证 


入 
(第 1 划 ) 过 一 贰 点 竹 的 重心 是 
Ml i nn 
站 a 
3， 艇 #425 为 一 加 “这 形 的 大 点, 宁 证 满足 关系 头 
1 
一 一 十 EE 。 1 = 


21 一 丰 32 一 各 
的 复数 3 必 存 距 四 车 地形 鸣 沿 富 . 
上 (eay2 24) 二 3， 求 证 由 四 点 ay ss #6, 24 的 所 有 可 能 的 株 
列 而 梅 成 的 磷 比 的 和 值 只 右 于 列 去 并 : 
1 1 1 1 和 


和 A 于 一 入 ， 一 人 Tx 区 
5， 酸 2 224 ga 中 为 四 接 于 一 阅 的 四 过 形 的 巡 稿 的 四 外 项 嵌 : 评 明 
la safles—8|= 1er™ to) za— 84| + [2s 22] [21— wal, 
大 对 此 公式 作 几 人 杂 解 释 . 


3 出 和 sisass 的 省 这 向 计 信 正三 角形 , 求证 近 三 个 正三 角形 的 得 
心 也 成 为 一 个 正三 簿 形 的 三 个 顶 上 灸 . 
?7， 求 证 涯 角形 的 三 然 分 衣 塘 其 点， 


图 族 
销 三 攻 中 已 元 看 到 , 比 储 二 具有 重要 的 意义 : 当 we 
是 两 个 不 同 的 复数 ， 让 * 在 做 平 面 上 变动 而 永远 使 这 上 比 德 
保持 实数 值 时 , 点 x 摘 国 出 的 正 是 乏 灰 es 责 点 的 看 涂 
现在 我 们 和 进 一 硝 坟 时 前 这 个 此 入 ， 为 简便 计 ， 我 们 8 入 
苇 号 
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{2 qo) 


衬 一 和 
2— 
现在 向 : 
i 当 * 在 平面 上 运动 丽 使 
argf2 egD 一 昌 《作为 一 实 常数 ) 
这 时 * 描 商 出 什么 蝎 纯 ， 
ii》 当 ?在 平面 上 湛 动 而 使 
iz, ep 一 和 (X 为 一 正 数 ) 

这 时? 撒 面 出 什么 曲 针 ? 

1* 由 于 arg(%, 地) 是 向 量 下 到 的 磋 角 , 因此 , 渍 是 
arg(s, ez 一 如 的 点 2 措 斋 出 来 的 曲线 
基 训 5 的 连 绚 为 政和 的 一 息 辕 弧 (图 
4. 1). 而 秀一 段 图 弧 上 的 点 x** 刚 适 合 

ar 名 (2 hb) = 一 一行 十 下 

以 6 的 注 各 为 帆 ， 把 上 注 图 搬 
对 丈 昌 哮 过 习 , 又 入 到 一 -个 (用 上 碰 黎 珊 
出 的 ) 阅 周 ， 不 难看 出 , 这 个 圆周 上 的 
黄 段 弧 分 别 是 满 是 条 人 媳 图 么 1 

arp(w, mh: 一 号 argl2 GD 一 条 一 让 
的 点 2 的 裔 四 ， 因 是 当日 取 定 0 与 赤 之 问 的 任 一 值 时 , 两 萎 
笋 件 


一 如 


rept, op) 本 arg(e ab 一 | 
m™—0 


1 人 (一 的 ， 


分 别 表 未 了 两 个 一样 大 小 的 匮 岗 ， 它 全 的 位 置 关 于 &,5 的 趣 
dr 


缉 是 对 称 的 ， 畦 别 当 9 一 二 时 ， 土 述 两 个 间 辕 合成 一 个 , 即 那 
小 以 四 下 兵 点 为 同一 站 和 从 的 两 洋 的 固 周 . 当 9 一 0 或 TJ 时 
(05) 一 实数， 从 丽 z 的 较 过 议 号 过 g. 两 点 的 葡 嫉 : 当 
arg(2,45) 一 0 时, 点 < 描 出 的 是 走 炎 的 在 4,5 之 外 的 部 印 分 ;: 
而 当 argfs,05) = 于 ,点 描 出 ,5 之 丙 的 坊 条 直 蜀 度 , 

总 曰 来 诅 ， 当 如 取 一 z+ 到 之 加 的 不 同 植 秆 ， 和 
argt2z,45) -日 的 点 2 的 轨迹 号 丈 许 多 多 的 加 周 和 --… 条 过 a,6 
芍 班 条 一 一 我 位 称 它 人 科 鞭 成- -个 图 族 ， 这 个 回族 市 的 每 个 
成 员 都 遂 过 qa,8 丙 点， 应 该 注意 的 是 ， 对 于 车 中 的 每 一 个 成 
员 , 都 必须 在 85 渍 点 姓 分 开 成 内 段 图 , 每 算 轿 就 对 应 于 8 
的 一 个 实数 慎 . 

2” 吏 淖 隔 来 看 满 是 条 件 

Is 86) | 一 入 
的 点 2 措 出 什么 旦 缕 。 上 先 看 和 = 了 于， 这 时 有 
1z 一 和 | 一 1z 一 吾 |， 
这 就 是 府 点 * 运动 时 永志 保持 与 4 两 点 有 可靠 的 距 商 ， 从 
平面 外 何 知道 , 点 % 指出 的 正 是 &,# 了 两 点 连 几 的 全 曾 硅 分社 . 
再 看 和 二 1， 先 训 0<X<1， 这 时 浊 1(s, cb 一 Xe 可 知 
Iz 一 ol 二 ls 一 5|， 这 就 明 动 
后 浊 上 的 距离 下 它 到 二 的 
距 堪 过 些 ， 估 而 点 2 兵 能 在 
Fa 被 wb 这 粮 的 重 沁 平分 焰 分 
图 .2 割 开 的 两 张 侍 平面 中 & 所 在 
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的 那 张 叶 平面 内 变动 ， 我 们 人 性 京 一 适 含 1(s,aB)| 一 网 < 到 1 
的 点 zs， 苦 和 将 w 58 过 成 一 个 三 角形 (图 二 2)， 作 asp 的 
a 由 平面 几 全 可知 
cpi _ ia; lagl least 

上 j5s 上 和 [ozl 


但 是 
3 
iasl ls-p!l ， a 
i [tg 0) | =— Ny 
ibs! 1 Ja 
记忆 
PEA 
5p ba™ 
由 此 可 以 艇 二 


人 二 和》 下 gb 
DT TFA 二 
这 两 个 等 式 表 明了 与 #9 分别 蝶 a,5 玉 加 按 1:X 的 内 分 点 
与 外 分 点 ， 它 个 由 思量 及 入 完全 确定 ， 概 本 与 xs 无 关 ， 注 痘 


pzg = 本 ， 可 知 是 在 以 Pg 两 二 的 回转 线 臣 作 直 各 的 阅 


周 上 ， 反 推 过 去 也 能 证 明 ， 只 此 点 3 在 这 个 阿 沿 上， 就 能 使 
|{%, wb) 一 人， 
这 个 图 月 揭 叶 心 旦 


Ln ig = (1) 
而 半径 是 
于 ip gi 6! (32) 


从 (1) 趟 可 以 看 出 ， 此 图 的 中 心 是 m5 速 悉 扶 1:MX 的 外 
分 虚 , 而 且 答 于 的 准 边 ， 当 XM 在 0 与 1 之 问 每 让 定 一 侍 时 ， 
就 得 到 一 个 轿 周 当 入 下 不 同 的 数值 时 ,就 得 由 不 周 的 贿 周 . 
现在 来 观察 (1) 式 及 (2) 基 ， 看 看 当 芍 值 X 在 0 与 1 之 间 变 动 
时 ， 这 秤 多 图 周 由 心 的 位 加 和 牢 径 的 大 小 将 如 何 变化 ? 和 =0 
时 只 有 2=a, 这 时 了 靖 周 进入 成 了 一 点 ， 当 入 浙 渐 给 大 而 接近 
1 时 , 第 三 节 的 1° 关于 定 上 比分 点 的 讨论 堂 新 我 们 , 辆 局 与 a, 
过 灵 的 一 个 奖 点 了 将 自 右 向 左 移动 ， 而 渐渐 接近 a, 6 圳 多 的 
中 点 } 另 一 交点 将 自 大 向 右 欧 向 远 处 ， 这 正 就 明 , 当 入 从 0 
增加 而 渐 近 于 1 时 ， 贺 的 中 径 也 
渐渐 增 大 , 并且, 对 应 于 较 大 的 入 
秆 的 辕 辕 总 把 对 应 于 较 小 购 值 的 
加 周 包 图 在 兴 部 。 当 充分 接近 
1 时 , 这 时 辕 心 离 4 本 以 充分 远 ， 
而 它 的 趾 私 志 充分 大 ， 当 和 A=1 

避 4.3 财 ， 轴 还 已 不 再 印 一 个 扶正 的 加 
局 ,而 变 成 m5 天 光 胸中 仔 缠 了 (图 4.3). 

对 于 和 >1 的 情形 ， 我 们 不 需 查 重新 作对 险 丁 ， 因 为 全 
一 由 【zo5)1 = 和 可知 |(z ba)| 一 入 <1， 这 时 如 村 我 
全 书 的 耗 张 是 洁 自 带 明 的话 ， 读 老 从 背面 对 若 太 阳光 来 看 图 
4. 8， 那 末 忆 点 就 到 前 面 叙 答 中 的 值 工 上 去 了 , 于 是 前 面 的 
时 论 不 加 任 税 修改 便 可 应 用 于 新 的 情况 ， 当 和 从 1 起 无 限 增 
大 时 (也 就 是 X 从 1 无 限 减 小 而 接近 于 雳 对 )， 这 时 这 些 赎 周 
的 中 心 从 点 左 方 很 渤 很 运 的 地 方 源 浙 痊 5 侍 近 ， 中 径 世 到 
多 


新 戌 小 ,如 时 认为 一 0 对 应 着 X= 十 w=， 就 可 以 院 A 一 十 oo 
就 决定 了 无 战 ， 
从 上 述 的 计 藤 中 可 上访 团 寺 ,条 件 
1 (2,06)i = 入 本 [Cz 8) |=T 


所 沈 定 的 是 两 个 同样 天 水 的 加 周 ， 它 们 移 位 证 基于 6,3 这 把 
的 中 坛 艳 是 对 称 的 . 

总 起 末 设 ,适合 条 件 1(z, 45)| =X (0 二 和 A 之 十 品 ) 的 点 的 
驶 迹 是 一 个 区 周 ， 当 * 取 不 同 慎 时 ， 便 得 到 鞠 静 多 多 的 加 局 
( 当 X=1 时 对 应 落 一 条 村 提 )， 于 是 我 们 六 得 到 了 一 个 团 族 . 
洁 节 定 亡 个 正 数 入 时 ， 就 得 到 这 轩 训 中 的 一 个 感 奥 ， 对 着 
图 4 4 狐 们 部 穆 邮 描述 这 个 商 族 由 的 三 中 也 和 的 值 变化 的 博 
沉 : 入 ~0 了 时， 略 进 边 感 一 息 & 当 入 从 0 增加 到 1 时, 图 的 中 
心 在 .6 的 遮 粮 上 北 疝 4 点 向 渤 处 移 吉 , 华 轻 也 釉 业 越 天 , 当 
N==1 时 ， 这 些 很 术 很 大 的 加 胃 好像 接 撤 琵 而 馈 丁 一 个 “ 持 短 
入 于 无 限 大 的 遂 周 "~ 一 如 a，5 连 译 准 中 垂 稻 ， 当 入 突破 1 
而 继 粮 增 大 时 , 如 周 吝 跑 到 丰 搜 在 面 上 来 了 ,而且 赚 的 半径 开 
始 贸 小 ， 图 心 则 在 mw 2 速 捷 上 志 边 和 揽 示 很 这 的 地 方 开始 摧 忆 
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注 近 , 当 的 什 充 分 大 轩 , 中 心 就 可 以 离 情 充分 近景 后 ， 我 
们 林强 沁 为 5 这 一 点 对 应 着 和 一 二 co， 
3” 站 上 曾 , 我 们 已 经 很 圭 罗 地 分 别 土 葡 了 两 个 贺 族 , 即 
argt{s, ab) 一 上 与 |(%, 4B)|= 
钥 是 这 两 个 图 噬 之 关 有 什么 梯 的 几何 关联 ， 加 计 葵 到 . 
现在 来 从 村 这 一 工作 ， 
抽 2 中 公式 (1 可 以 算出 


时 
La 一半 (?: 站 | i 一 讲 (+01 =- (se 81) . 


这 一 等 式 府 明 , a,5 两 点 到 夯 周 (se ob)| 一 X(<1) 的 中 心 的 
距离 的 乘积 等 于 此 球 电 径 的 平方 ， 同 时 ,5 两 点 又 同 在 这 图 
后 移 一 条 中 径 的 射 盘 上 ， 几 是 适合 上 计 条 件 的 一 对 点 都 称 为 
关于 这 个 加 周 的 对 称 点 ， 从 而 上 述 鳍 论 表 明 , 对 于 x#1， 每 
一 国 周 都 以 两 定点 ,5 为 对 称 点 ， 为 了 这 种 就 潜 对 入 一 1 也 
适用 ， 只 须 规定 关于 直 黎 的 一 对 对 多 点 是 指 也 此 直 简 为 它们 
之 问 的 莲 巍 的 中 重 悉 的 那样 一 对 
点 。 关 于 对 称 点 ， 我 们 可 以 建立 
重要 的 

定理 五 ”了 硝 点 由 志 是 划一 图 
性 了 的 一 对 寺 称 点 的 必要 充分 估 
件 是 : 通过 a, 5 两 点 的 略 族 中 的 每 
一 成 遇 都 与 到 正 交 一 一 即 在 两 立 
相 稀 处 有 五 栖息 让 的 切 狼 。 

证 广 必要 性 
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识 4,5 是 某 一 以 。 点 为 中 心 的 图 周 厂 的 一 对 对 称 点 ， 而 
过 5 两 点 的 某 -- 周 周 与 九 相 奖 于 21, zs 两 点 (内 4.5), 于 是 
FachlBcl = evr [2 ews’. 

再 面 儿 何 告 峰 我 们 , 这 只 有 当 cz1, cz 是 昂 一 全 周 的 急 弹 时 闻 
在 可 能 , 这 正 祝 用 两 加 在 交点 处 有 瑟 相 稚 下 的 切线, 即 达 两 个 
闻 周 正 灾 ， 

i) 充分 性 

于 过 a, 5 的 剧 族 中 一 切 成 员 都 号 其 一 中 心 在 6 点 的 定 加 
站 下 交 . 因为 四 上 的 这 楼 也 是 这 回族 中 成 员 之 一 ,从 而 它 与 下 
正 诡 ， 故 此 班 各 过 该 加 的 中 心 。 (图 土 国 。， 另 取 周 族 中 任 -- 
个 属 周 , 并 识 它 与 厂 奖 王 2, 氏 两 点 ,由 于 此 两 略 的 正 交尾 , 可 
知 0 是 一 一 周 的 切线 , 傅 笠 面 几 俩 中 的 一 个 定理 , 便 得 : 

aDel ot oa 

因 [cail 是 六 的 侍 径 , 故 上 式 下 是 洲 0,5 是 工 的 -对 对 称 点 . 

和 用 定 娼 五 懒 可 以 说 明王 个 图 族 arg 8, a5) -日 与 12 
ab) 1 = 入 之 同 的 几何 关 对 了。 因为 我 们 知道 ,加 绪 arg (zs, aij 


了 
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= 的 特 一 成 员 部 是 通过 x%, 8 两 旧 的 , 而 | (z,95}| =X 的 每 一 
成 员 各 是 以 m 5 作为 一 对 对 称 点 的 , 依 定理 五 , 可 知 当 我 们 把 
这 两 个 画 族 画 在 周一 淄 图 上 的 时 候 , 便 可 看 到 , 随便 只 这 两 个 
圆 旋 中 各 琐 出 全 个 威 忆 来, 它们 都 是 正 交 前 (图 #. 6)， 


蚀 西 书 的 习题 
1， 作 六 乓 


的 力 形 , 关 求 出 它 和 的 中 心 和 平年， 
2， 求 如 局 
Ee ” 
are( 生 1 
前 中 心 和 补 径 , 藕 作 峙 图 形 . 
3. 求 加 周 
5 一 他 十 刘 1 s+ 
V3 
舶 中心 和 什 径 , 若 作 时 针 形 . 
4。 男 出 圆周 js|>? 一 28(z) 及 1s1?=27(z)， 证 角 它 俩 丘 相 正 交 


5， 设 # 与 思 是 关于 草 亿 阁 的 一 对 对 称 点 , 求证 
上 


6. 肌 # 与 #* 是 关于 加 周 1 一 a| = 的 一 对 对 称 点 , 求证 


p2 
一 
许 一 搓 


五 分 式 线 性 变换 
在 小 明子 的 第 一 节 里 ,我 匀 就 提出 了 复 平 曾 的 概念, 印 在 
肝 4 


焉 面 土 密 示 复数 ， 为 了 后 面 的 诗 阶 前 咕 利 地 和 进行， 现在 首先 
要 把 复数 表示 到 球面 上 者 ， 

ti 坟 复 平面 的 康 虑 日 为 中 心 、 主 沪 华 择 提 一 相 球 ， 它 的 
南航 尾 马 表示 ， 扯 极 帮 浆 课 示 (加 549， 复 第 而 与 这 个 球 交 


图 5. 工 


于 的 那个 大 图 ， 丈 为 未 道 ， 和 江 进 平 襄 于 秆 的 平 而 与 球面 区 
出 的 那些 图 , 称 为 炮兵 , 乱 通 过 甫 北极 的 平 徊 与 妹 面 磷 出 的 那 
些 大 图 区 叫做 元 糖 . 
识 在 复 平 面 上 有 一 复 殊 2, 我 们 将 = 母 碟 极 束 连 精 成 一 条 
官 久 ,这 条 直线 除了 久之 外 内 能 与 球面 交 于 一 点 P( 图 5. 1), 
反 过 来 , 球面 上 除了 太 以 外 的 每 一 点 卫 ， 当 把 访 , 了 如 精 成 一 
条 将 米 后 ， 特 在 一 点 2 处 刺 矶 复 平 商 ， 我 们 梅 “ 洪 兰 过 相 和 维 
移植 到 球面 上 的 户 戌 处 ， 就 得 痢 了 复数 » 的 球面 汉 示 。 和 采用 
这 个 办 法 ， 就 使 更 年 面 上 的 一 切 点 周 建 面 上 铬 去 北 科 困 之 外 
的 一 争 点 之 柚 建 立 了 一 个 一 一 对 应 ， 例 加， 黎平 栈 的 煤 点 侣 
对 座 著 南极 5;， 复 开 面 上 的 单位 图 上 的 后 一 点 对 许 的 是 过 道 
上 部 些 有 相同 位 苞 的 点 ; 单位 辐 内 部 的 一 太 虑 与 再 半球 的 一 
二 名 


切 避 之 困 建 立 了 一 一 对 起 ; 单位 图 外 的 一 研 点 与 北 侍 球 上 除 
了 六 之 外 的 一 团 虑 之 况 建 立 了 一 一 对 应 ， . 

脸 一 显得 特殊 的 是 球面 上 的 北 级 访 ， 它 在 复 平面 于 无 法 
找到 它 的 对 应 点 ， 为 了 浓 除 这 一 特殊 性 ， 私 过 一 些 简 单 的 分 
析 后 , 我 们 蚀 能 为 它 找 到 一 个 “理想 的 "对 诺 点 来 ， 首 移 法 忘 ， 
锅 平 面 上 任 一 以 原点 为 中 心 的 册 周 移植 到 妹 面 上 愉 都 在 同一 
条 振作 工 : 什么 小 于 1 的 莒 展 移 植 上 去 是 南 刍 如 ; 侍 笃 大 于 1 
的 加 局 移 博 上 去 是 北 稳 粮 (图 3.2， 而 且 侍 径 想 上 ， 炙 论 二 


图 5. 负 


高 ， 图 畦 外 曾 的 点 移植 上 云 玫 在 这 条 德 线 以 北 ， 当 这 些 图 的 
什么 想来 戌 大 肘 , 复 平 而 上 任何 一 点 都 有 答 盖 住 的 时 刻 , 而 此 
时 球面 上 的 竺 轩 越 求 名 向 北极 给 小 ， 只 有 复 援 站 一 点 隶 过 留 
在 一 切入 禾 的 北面 ， 这 梯 看 来 ， 欠 有 这 样 的 “点 * 才 有 资格 作 
汶 久 的 对 应 点 ， 它 到 不 点 的 赴 襄 比 复 平面 上 任何 一 点 到 原点 
的 芷 将 更 还 , 这 个 理 起 的 点 右 苏 为 无 穷 远 点 , 用 记号 吕 来 表示 
是 总 


它 ， 这 梯 我 们 就 给 北 投 思 找 到 了 一 个 对 应 点 , 即 c， 其 次 , 还 
应 当 看 虽 ， 复 平 斑 上 位 于 一 条 从 原点 出 发 的 举 射 线 上 的 复数 
z, 移植 到 球面 上 都 落 在 同一 条 经 线 上 (图 5.2)， 而 且 > 离 原 
点 越 远 ， 它 在 球面 上 对 应 的 点 了 就 离 北极 越 近 ， 这 个 结论 与 
复 平 而 上 的 半 射 线 的 方向 无 黄 ， 就 是 说 ， 不 论 朝 哪个 方向 出 
发 的 半 射 织 , 它 上 面 的 点 无 限 远离 原点 而 运动 时 , 与 它 对 应 的 
球面 上 的 点 都 将 向 北 惧 无 限 接近 ， 这 个 事实 可 以 帮助 我 们 清 
除 这 样 一 种 似是而非 的 想法 ， 即 认为 每 一 条 从 原点 出 发 的 半 
射线 上 都 有 一 个 无 穷 远 点 ， 总 起 来 悦 , 正确 的 理解 应 该 是 : 复 
平 而 上 的 无 穷 远 点 只 有 一 个 ， 那 就 是 到 原点 的 距离 超过 复 平 
面 上 任 一 点 到 原点 的 距离 的 那 一 “点 *， 就 是 沿 着 平河 上 和 华 一 
条 家 原点 出 发 的 半 射 线 无 限 远离 原点 而 运动 时 ， 最 后 跌 途 同 
归 的 那 一 “点 ”"， 讨 是 与 球面 上 的 北极 思 相 对 应 的 那 一 “点 ”， 
引信 了 了 无穷 远 点 ce 之 后 的 复 平 而 , 称 为 扩大 复 平面 ， 

大 家 会 问 ，3 引 人 无穷 远 点 的 概念 是 否 单单 为 了 给 北极 六 
找到 对 应 点 而 没有 其 他 的 好 处 昵 ? 水 是 的 ， 引 入 这 一 概 全 会 
使 今后 的 艇 述 变 得 简洁 和 统 --， 这 里 先 举 两 个 例子 说 明 一 
下 , 大 家 已 经 知道 , 复 平 面 上 过 你 虚 的 直线 称 桩 到 球面 上 汉 吓 
经 线 (这 各 衣 过 北 权 的 球面 流 府 )， 不 难看 唱 ， 复 平面 上 任 一 
条 克 线 移植 到 球 而 上 去 就 是 过 上 北极 入 丸 包 含 此 直线 的 平面 与 
刺 送 的 交 线 一 一 区 一 个 通过 北极 的 球 而 圆周， 复 平面 上 以 原 
点 汶 中 心 的 加 奖 巷 植 到 球 桓 去 基 纱 线 《 这 是 不 得 过 北极 的 
蕉 庶 图 周 )， 用 室 商 辞 术 几何 的 疡 法 还 可 以 证 明 (这 下 其 赂 )， 
复 平 面 上 中 心 贿 便 在 什么 志方 的 一 个 加 网， 攀 盾 到 入 击 上 闪 
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总 是 一 个 不 通过 北极 的 球面 图 局， 由 此 可 见 ， 复 平西 上 不 移 
直 焰 也 好 , 天 网 也 好 , 移植 到 球面 上 去 都 是 球 天 加 周 ， 潍 一 的 
区 别 在 于 , 对 应 于 广 移 的 球 而 园 周 必 过 北航, 而 对 应 于 圈 周 的 
球 天 国 周一 定 不 通过 北极 这样 , 在 扩大 复 平 击 上 , 我 们 就 可 
以 把 图 周 和 宦 矿 杭 称 较 周 。 这 是 因为 它 纲 移 植 到 球 画 上 去 之 
后 都 是 于 汤圆 周 的 称 故 ; 还 可 以 悦 间 线 是 通过 无 穷 运 成 的 山 
周 ,因为 它 称 村 到 际 鲁 上 去 的 球面 凤 局 祁 通 过 北 福 , 币 又 
是 和 扩大 复 在 而 的 无 穷 远 点 9 对 应 基 的 、 

. 现在 再 素 夏 第 二 个 例子 、 在 第 四 节 ， 双 引 渤 坟 关于 一 个 
岗 导 的 一 对 对 称 点 的 入 您 。 尘 在 素 介 
稻 对 称 点 的 上 几何 作 图 小 , 为 简章 起见 ， 
肪 加 几 为 单位 辕 ， 即 中 心 在 原点 牢 径 
等 于 工 的 圆周 ， 斌 = 是 赔本 一点 ， 过 
口 与 = 速 起 一 条 射 找 ， 过 * 作 全 坎 邓 
此 射 线 的 写 坏 交 单 位 加 周 于 m 再 过 


二 g.3 a 作 男 周 的 切线 迹 射 炳 于 ze* (图 5 
3), 我 们 并 2 与 只 获 是 一 对 关于 单位 园 的 对 称 点 , 还 明 如 下 : 
由 于 AOaacoADasn， 
页 
Oxy_ loat 
1Oal 4 ze 
站 


O71 O21) Or1.1, 


这 正 附 阴 2 与 z* 是 关于 草 位 圈 欧 一 对 对 称 点 ， 轴 作 围 法 可 
见 , 凡是 划 位 匡 内 除 原 点 之 外 揭 性 -点 ,都 有 一 个 关于 革 位 加 
的 对 称 点 ， 条 且 可 以 用 上 臣 方 法 作 由 来 ， 瞧 一 胆 得 特 浆 的 是 
漂 心 0， 它 在 革 位 转让 是 找 不 于 对称 虚 的 , 二 为 在 这 时 2 一 0 
肢 抽 1038 -= 9, 不 咕 z* 是 件 么 点 ,等 起 108 和 OU ~1 是 不 可 
能 成 立 的 ， 屠 在 让 * 滞 善 同一 条 中 会 向 图 心 捷 近 ， 由 上 媚 的 
关于 s* 的 作 小 可 知 sr 也 在 这 条 中 径 的 延 入 上 炎 动 ， 由 等 式 
1522| ~ 一 上 二 以 看 出 ， 当 * 越 于 近 原点 时 ， 邯 [Decl 越 小 
Eb 

时 , 102*| 就 越 大 ,从 面 2* 离 原 点 就 越 远 , 这 也 可 以 设想 记 2” 
离 无 穷 远 点 趋 近 、 有 了 这 些 分 析 之 后 , 我 们 看 到 , 合理 的 做 法 
是 将 0 与 看 成 是 关于 单位 圆 的 一 对 对 称 点 ， 这 样 一 来 ， 在 
扩大 复 平面 上 , 每 一 个 点 邦 有 一 个 关于 单位 图 的 对 称 点 . 

沽 便 担 一 下 , 对 于 任何 图 周 , 对 称 虑 的 几何 作 图 法 与 上 这 
关于 单位 圆 的 氢 壕 没有 两样， 此 时 把 交心 辣 ce 光 成 是 -对 对 
称 点 , 

2* 现在 来 时 网 整 息 性 变换 tb -as 十 5。 和 莹 先 ， 我 们 是 过 
一 些 迟 子 来 脱 明 次 焰 的 报 念 

i》 考察 武子 


饮 刁 交 寺 下 {《1》 

这 音 瑟 是 全 一 置 定 药 复 数 ， > 可 以 取 任 何 复数 ， 当 xz 取 定 一 
复数 代 大 士 式 右边 岩 , 价 可 算出 另 一 复数 如， 我 们 就 ( 员 ) 表 东 
一 个 变 摘 , 它 把 点 z 次 成 了 志 ， 井 浆 如 是 > 的 钥 ， 例 如 取 b=> 
于 十 全 革 在 变换 志 一 8 十 入 十 让 之 下 ， 一 8 二 i 的 像 是 一 2 寺 2 计 
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0 的 你 是 工 一 1 一 的 像 是 0， 等 等 (图 5. 4). 

想 据 第 一 节 所 投 述 鸡 复 数 加 革 的 几何 诅 释 ， 很 容易 襄 田 
雍 换 (了 DD) 的 儿 何 意义 在 人 1) 之 下 , 复 平面 每 一 点 < 的 像 中 ,都 
是 把 = 至 行 移动 同一 向 量 避 而 得 于， 这 个 变换 总 的 后 果 正 像 
把 喜 个 复 平 面 移 动 了 向 旺 己 一样 (图 5. 5)， 所 以 变换 人) 党 称 
为 平 启 . 


图 5.4 色 二 .5 


ii 青 下 等 式 - 
wot, (2) 

这 里 已 是 某 -条 定 的 实数 , z 可 以 取 任何 复数 . 当 取 定 4< 而 
Y 代入 (2) 式 大方 后 , 便 可 算出 另 一 


> 复数 吕 , 这 时 该 (2) 式 表示 一 个 亚 
次 , 它 把 = 变 成 了 如 , 纪 也 称 为 
一 -一 一 x 的 像 , 根据 第 一 节 中 所 渡 的 思 ez 
| 莱 另 一 复数 的 几何 第 释 可 知 ， 在 
变换 (2) 之 于 复 平 而 上 每 -一 虚 = 
图 5.6 的 象 好 都 是 把 = 名 音 原点 向 克 时 
5 


针 方 向 转角 而 得 ， 这 个 变 挨 总 的 后 果 正 像 把 整个 复 平面 缆 
着 原点 旋转 了 日 期 一 梧 ( 图 5.6)， 历 以 变换 人 22) 妆 称 为 旋 较 . 

iii) 最 后 采 讨 论 等 式 | 

如 二 万 名 (3) 

这 里 口 是 某 一 国定 的 正 数 ，z 可 以 取 任 何 复 数值 ， 根 据 第 一 


”第 中 所 述 的 用 正 数 去 乘 功 一 复数 z 的 几何 解释 可 知 : 全 ~ 


向 最 经 过 变换 (3) 之 后 方向 不 变 , 但 长 座 为 原 长 的 PP 信 .变换 
(3 常 称 为 相似 变换 ， 
分 别 地 讨论 过 上 述 三 种 变换 之 后 ， 就 可 以 来 著 讶 ~- 裔 的 
整 线性 变换 . 
ww 二 Qs 十， | 《47 
其 中 4 考 0, 5 为 大 两 个 固定 的 复数 ， z 可 以 取 任 何 复数 ， 当 = 
取 定 而 代入 (4) 的 右 方 后 便 癌 算 贡 为 一 个 复数 ww, 它 称 为 在 变 
换 (4) 之 下 点 2 的 像 ， 现 在 来 证 明 ， 实 多 (4) 可 以 分 和 解 成 (1)、 
《22、(3) 三 种 最 简单 的 变换 连续 进行 的 结果 ， 令 &= pe 须 
次 将 三 慌 
81= 月 
2 一 号 虽 让 
和 记 2 ta 
中 的 前 一 式 代 入 后 一 式 的 右 端 ， 最 后 刁 短 到 w=p2'*s4b 
42 十 b, 而 上 面 三 式 正 是 已 讨论 过 的 三 种 变换 . 
现在 来 指出 变换 (4) 的 一 个 性 质 ; 在 一 务 直 线 上 的 点 经 过 
高 换 之 后 仍 在 一 条 直线 上 ， 在 一 个 车 周 上 的 点 各 过 谈 诬 之 后 
仍 在 一 个 加 和 膨 上 ， 我 们 把 这 个 性 眠 简 述 为 : (4) 把 直线 变 
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成 直入 ， 把 并 周 变 成 徊 赔 ， 由 于 上 而 已 多 访 页 {4) 可 分 解 芒 
三 种 简单 的 变换 连续 进 行 的 精 果 ， 所 需 只 锅 证 明 这 三 称 变 换 
中 的 每 一 种 都 具有 上 壕 性 质 南 中 各 了 ， 根 据 平 移 穆 旋转 的 乓 
合意 浆 容 易 奢 再， 它 僻 确实 具 帮 所 巡 的 性 质 ， 镜 下 来 只 损 证 
朗 , 相似 变换 (3 也 具有 这 一 性 质 ， 普 先 ， 纺 和 se 在 (8 之 下 
的 像 分 别 是 wt 好 扩 一 Peiy 204 一 Pxx， 寺 是 
。 2 一 1 一 PEca 一 21 沁 | 
这 表明 向 县 为 季 与 wi 方向 相同 , 由 此 可 知 , (9) 把 直 缠 变 谍 
上 与 原 将 鲁 平 行 的 次 各 ， 其 荧 识 #* 是 应 & 为 申 心 ， 以 入 为 趾 径 
的 图 网上 的 任 一 点 , 即 12 一 &| 二 ,于 是 % 的 像 好 = 一 Ps 便 适 全 
等 式 
Ho- pe 一 Xp， 

这 正 认 明 区 在 应 pa 为 中 心 , Xp 为 电 径 的 加 周 上 ， 由 此 可 知 
《3) 把 耐 周 仍 变 成 较 丙 . 

总 粘 以 上 所 刘 , 使 可 以 写 出 类 苍 ， 整 线性 变换 zo 一 az 十 PP 
把 证 兵变 成 二 续 , 把 画 局 变 成 闸 和 局 . 

8” 进一步 来 讨 蘑 分 式 茜 性 变换 


a / 
Bz 十 式 (9 


共 中 we 是 加 个 和 炸 定 的 复数 ， 训 办 5 一 由 当然 0@ 庆 轧 此 
时 司 ? 可 了 写 谍 
_a 入 
wo 一 (号 关 + 二 


当 a 地 0 时 这 正 是 一 个 整 强 性 变换 , 可 见 谷 式 太 性 变换 是 辑 起 
号 


性 变换 的 直接 推广 。 令 识 : 二 0 而 把 55) 殉 写 成 


bea 
Ww ay 


车 ad 一 bc==0， 上 式 成 为 ww 一 信 , 这 式 右 边 已 不 合 2， 政 不 是 
一 个 变换 括 以 今后 在 徒 哈 全 ) 时 ,总 继 wo,a 蓄 足 od 一 bc 
二 0 这 一 条 件 。 当 z=~ 一 全 时 ,cz+a=0， 这 种 点 z 当然 不 能 
代 到 (5) 式 右边 去 计算 ， 不 过 我 们 规定 : 《5) 把 -了 变 成 =， 
而 把 co 变 成 了 车 通 点 写 ， 这 样 一 来 , 变换 (5) 狼 可 以 看 作 扩大 


复 在 面 上 的 一 个 变换 . 

在 2” 的 精 尾 已 詹 证 月 变换 w 一 wz 十 5 把 害 多 变 成 站 镇 ， 
把 图 周 变 成 图 内 .分 特 证 明 , 变换 (5) 也 具有 和 类似 的 性 质 ， 特 
确 地 说 , 变换 (5) 把 昔 强 和 同 转 这 成 下 钱 或 辐 周 ， 如 果 我 们 对 
六 周一 词 作 广 立 的 理解 一 一 如 本 节 1° 中 所 人 作 的 那样 一 一 即 
包含 普通 的 图 周 和 东 下 在 内 ， 那 么 这 一 性 质 仍 可 写成 : 分 式 
线性 变换 (5) 把 图 周 变 成 圈 周 ， 这 个 性 项 称 为 变换 (5 的 架 男 
性 , 为 了 证 明 它 , 还 先 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 六 分 式 如 性 变换 保持 交 比 不 变 ， 就 是 玖 车 21. 32， 
2 2 在 (5 之 下 的 像 分 别 为 tor to tes te 则 有 

{oi Le. Has 2 二 【1 tn, tn, 2 
证 二 为 


C0 — tO03) (#0yO— to4) 


tn, tes WO3, HW) = 
《 135 ta Uli 4) Co — ay ea wa 


4 


Qesth 如 2 十 而 


tn 
了 1 
2 十 E Crp-tad 


__ {aad—be)(er— so) 
(Coast- dCegwt a) 


将 下 式 中 的 未 允 取 相 应 的 号 码 代 大 上 式 的 者 过 ， 吾 接 计 

算得 “i 
《10T ts Was 1) — C21 Za Kas 24), 

这 个 定 至 可 以 导出 许多 年 要 的 精 者 . 

定理 七 ”分 式 线 怪 变 换 把 轩辕 仍 变 成 车 局 ， 

证 没 $1,z2,%9 是 某 一 害 周 上 的 三 个 不 网 的 点 ， 尼 个 在 
《四 之 下 掏 党 分别 是 platevts。 车 二 是 savzs 雇 定 的 网 局 
上 的 任 一 点 , 遇 优 其 加 条 件 ， 

《2 21 2 ss) 盖 实数， 
双 识 (5) 把 z 变 成 了 妈 , 由 定理 大， 


《iD wis Wns 03) = C8 His Say Ca), 


从 年 
(Caw, wry ta W3) 一 实数 ， 
这 膏 办 # 的 像 也 在 由 wi、 we、 ws 所 雇 定 的 加 局 上 .由 于 
可 这 挫 知 , 尝 换 (5) 把 图 局 变 成 加 局 ， 
对 二 定理 七 我 何 素 作 些 补 完 说 明 ， 对 于 变换 55) 来 瑶 , 不 


通过 点 - 工 的 直线 和 普通 洁 周 , 一 定 被 ( 纪 谈 成 普通 加 网 ; 而 


经 过 点 一 全 的 可 访 , 被 (5) 变 成 通过 < 的 相 义 ;通过 点 一 全 的 
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营 通 图 周 , 贡 被 (5) 变 成 不 通过 了 -的 直 塘 ， 


起 ,Ts 是 两 个 相交 的 图 六 ,由 定理 五 知人 5) 把 症 ; 变 应 
了 圆 书 ;把 古 , 变 成 了 图 周 厂 5, 兰 且 T! 与 并! 仍 是 相交 的 ， 
在 第 三 闻 2” 中 我 们 合用 交 比 定 久 过 两 个 相交 图 周 赔 的 光 角 ， 
更 在 我 们 来 指出 变换 (3 的 另 一 重要 性 质 : 保持 图 周 问 药 夹 角 
不 变 ， 亦 即 : 刀 , 与 站 的 夹 角 一 古 i 与 站 ; 的 夹 角 , 这 个 性 质 ， 
称 为 变换 5) 的 保 角 性 ， 

定理 败 ” 分 式 和 线性 变换 保持 相交 的 了 困 贺 周 之 问 的 夹 角 不 
证 疯 s 妈 为 有 Ps 的 两 个 交点 , 币 %% 是 玉 上 的 另 一 
虚 , 如 是 上 的 另 一 点 ， 售 第 三 节 2° 中 所 证 ,应 有 

证 与 了 的 夹 骨 二 arg{ gy so 28y 54)， 

又 设 在 变换 (5) 之 下 , g1, gw azs2d 分 别 变 成 Wi oba ts Wa 
用 定理 七 知 wt08, wi 在 图 周全 1 上 ,ws wes 在 图 周 荆 1 上， 
于 是 

于 丁 六 的 开 角 一 amgCly to 03 wa) 

但 龙 依 定 香 六 (ay ae 一 2 5 4) 内 而 这 隔 
个 复数 有 入 等 的 所 角 , 这 正 是 识 站 与 的 夹 角 = 了 ! 与 3 
的 夹 负 ， 

在 第 四 节 8* 中 全 经 答 出 过 关于 一 个 同志 的 一 对 对 称 点 
的 室 叉 ， 现 在 说 太 为 一 同 史 ，z 与 a* 是 一 对 关于 栈 的 对 称 
点 ,在 变换 (5) 之 下 , 及 变 成 了 另 一 图 周 7， 而 * 与 六 分 别 变 
成 了 ie 与 好 ， 很 有 兴趣 的 一 件 埋 是 可 上 证 明 : 凤 与 正好 

55 


是 一 对 关于 较 周 辣 ' 绝对 称 虚 ， 现 在 把 这 个 庆 质 写成 

定理 九 ”分 式 罕 性 变换 保持 关于 贺 周 的 对 称 点 - 

证 ”在 还 明 中 主要 用 到 第 四 节 的 定理 五 和 变换 《5) 的 保 
角 性 . 

十 为 2 与 ”全 关于 无 的 一 对 对 称 点 ， 从 而 通过 ?与 襄 
移 一 汤加 周 都 与 矿 正 交 ， 在 (四 之 下 , 栈 变 威 了 门 ,通过 ?与 
z* 的 任 一 轩辕 变 成 了 通过 ww 与 w* 的 图 周 , 而 且 遂 过 忆 与 w* 的 
住 一 加 周 都 是 由 通过 z 与 z* 的 回 周 变 米 的， 由 于 《5) 的 保 角 
性 , 知 通过 总 与 w* 的 酝 一 贺 周 都 是 与 了 正 迹 的 ,再 利用 定理 
五 ,得 知 如 与 内 是 甘于 圆周 工 的 一 对 对 称 点 ， 

利用 分 式 炮 性 变换 这 一 系列 人 性质 重新 求 寻 基 贺 族 
arg(2, aD) -= 及 12y66)| 一 %， 我 何 发 现 现 在 要 得 出 第 四 节 
的 一 团 灶 前 会 比 那 媒 科 所 到 无 涩 比 报 的 地 步 ， 合 tw= (2 465) 
= 则 这 是 一 个 疙 短命 式 变换 满足 argf2 468 一 日 的 点 
* 在 这 千 变 换 下 的 像 如 必 满 是 argw 一 凡 这 种 如 的 对 体 寡 戒 志 
藉 点 招 发 的 . 与 实 赖 正 瑟 向 夹 和 角 为 绢 的 中 射 攀 ,要 对 应 于 日 政 


#6 


一 7 二 8 这 两 个 值 的 点 也 村 秀成 了 过 原点 的 一 千 次 越 ( 急 
5.7)，、 当 8 环 一 节 不 同仁 的 时 人 息 就 香草 了 过 原点 的 直 黎 
族 一 一 按 我 供 前 蔡 宏 , 也 本 晤 称 避 他 为 过 原点 及 ~ 的 钥 修 ( 坝 
5.8 的 家 站 部 符 )， 困 为 变换 w={s, a5) 只 能 把 图 与 变 成 区 
周 , 把 zs 一 & 变 成 原 嵌 如一 有 措 3 一 二 伐 虑 如 一 ee， 从 测 满 足 
arg (z, 吧 } 一 9 的 点 2 描 机 过 w 二 两 虎 的 周旋 (图 所 9 的 碟 焰 
部 分 ) _ 


Sg ~ 
1 
AAS 


其 次 ,满足 (zgD1 = 的 点 z 的 像 也 屎 满足 1wi 一 ,这 种 
点 切 租 威 以 厌 虚 为 中 心 以 和 为 侍 径 税则 局 ， 当 X 取 一 切 定 值 
时 , 就 得 到 应 原点 为 中 心 的 辐 旋 吧 族 t 儿 5.8 的 实 粮 部 份 ). 这 
男 族 中 的 每 一 成 员 都 以 0 上访 呈 为 一 对 对 称 点 ， 从 而 |(z, a5)| 
= 入 也 构成 一 个 入 ,BB 为 一 对 对 称 点 的 朋 谈 (图 5.9 的 实 克 
部 分 ). 

从 图 5.3 清 想 过 狂 出 ， 这 两 个 回族 中 的 每 一 庶 灿 都 是 正 
登 揭 , 从 而 argYsi 三 )= 二 9, {x,a5)| 二 A 的 每 一 成 租 明 闲居 正 
谈 的 ， 这 就 是 这 钠 个 回族 相 下 出 的 开 符 葡 系 ， 这 些 桔 共 虽然 
在 第 四 节 中 已 坡 得 滋 过 ， 但 大 宏大 列 在 那里 我 笠 什 肝 了 多 去 
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吾 友 的 劳动 ! 
最 后 来 看 看 为 了 确定 一 个 分 式 线 性 变换 需要 一 些 什么 条 
件 ， 为 紫 , 先 杰 证 明 下 列 事实 : 车 wisecovas 是 三 个 不 同 的 复 
数 , 出 任 答 一 复数 半 , 必 可 找到 唯一 的 一 个 复数 如 使 
《如 WL, Wo Wa) = 
当 ww 二 0 采 , 必须 且 只 须 w= 一 wz， 套 可 宜 久 玫 0， 因 为 (tw, wy 


i ~ {0 Mra) 


: 了 艳 人 3， 1 Uns WW) 一 如 
wa WI 1 Wudrs) 


ta Wg) 一 


相当 于 《wwwotpa) 二 (ipl Wat09)W， 合 5 三 (tp1，20a20a)W， 可 昂 
9 于 0， 设 和 二 jv|,8 一 argv， 于 是 Cw, twotwa) = 二 相当 于 下 列 两 
个 等 式 

lr, waps) 一》 

arg lw, waita) —0, 
妈 必须 且 趴 须 满 是 达 两 个 条 作出 前 面 对 于 轴 族 的 详 罗 讨 荫 
知 这 个 如 必定 斌 在 一 个 应 :etos 为 对 称 点 的 图 周 上 ， 及 在 一 
条 以 we 两 点 为 句点 的 章 颖 上 ， 而 这 个 辕 周 和 这 条 间 红 有 
一 个 且 只 有 一 个 变 点 , 这 就 是 我 们 要 求 的 点 了 了. 

说 2 za ysy Ww1 9; Ws 是 两 组 点 , 者 发 等 式 / 
Ca0, Ws Way 3 一 《RS Sa， 3S)》， 《9) 

在 活 边 随意 给 定 一 复数 z ,天 w=(z, #1 20, sx) 便 是 一 个 确定 
的 自 禾 ,由 出 刚 证 过 的 事实 ， 必 可 找到 椎 一 的 一 点 ww 使 (四 成 
立 ， 所 以 ，( 介 可 以 看 成 是 一 个 变换 不 难 验 算 ， 变 换 (6) 把 
z1 ga 25 三 碟 分 别 变 成 wi, ws, ws 三 点 ， 反 过 来 , 如 果 有 一 个 
分 式 入 性 变换 使 z, sl; gz 23 于 点 分 别 变 威 ww; a; 刀 : 四 牛 ， 
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期 班 定理 大 知 (6) 式 成 立 , 达 就 证 明了 

定理 十 ”任意 和 输 凤 两 组 点 %i, sa zs 及 记名 35， 必 存在 
付 一 的 分 式 稻 性 变换 使 z1, sa，za 分 别 变 威 加，ta,， wa。 这 个 
中 一 的 变换 可 由 等 式 


(C0, WI1s Wos Us) = C3, 21, 2s 23) 6Y 
En 
后 举 几 个 例子 ， 
例 1 冰 出 抠 上 生平 面 变 成 昔 位 轿 内 的 分 式 稻 性 变换 的 
一 般 表 达 形 式 . 


解 ” 首先 ,此 变换 必须 把 实 转变 成 章 位 图 周 , 共 次 上 和 牛 平 
面 中 必 有 某 一 点 & 被 变色 在 单位 图 内 的 原点 ， 由 于 关于 实 赴 
与 4 对 称 的 点 是 5 而 关于 单位 加 与 0 对 称 的 是 =, 故此 变换 
述 应 将 5 变 和 到 oe, 因此 这 一 变换 可 以 写成 


， = 人 
zg 一 区 


式 中 大 为 林 一 复数 ,为 了 决定 ,注意 ，z 一 0 在 实 赴 上 ， 故 它 
的 像 必 在 半 位 加 上 ， 亦 即 用 z=0 代 基 上 式 时 ， 应 有 |o| =1， 
亦 即 


出 此 可 得 # 一 6、 于 是 所 求 的 变换 必须 具有 形式 


如 一 8 《7 


不 鞠 满 足 Felj>9 的 8 及 实数 品 如 何 选 取 ,(〈7) 总 是 把 上 
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生平 面 变 到 单位 图 内 的 一 个 分 式 赛 性 红 换 ， 
例 3 给 出 区 域 及 由 消 商 jz 一 寻 一 到 ,1 直人 = 3 
所 加 应 [图 感 107， 章 在 守护 


一 了 
匀 十 让 


各 


(8) 


之 下 ,五 变 成 了 什么 区 域 ? 

解 (3) 把 4 及 一 i 分别 变 
焉 和 及 ce， 峙 此 本 妇 (8) 措 相 交 
子 宇 及 一 ， 亲 点 的 两 森 辐 查 灾 成 
光 亲 由 原点 柑 恬 有 的 掌 射 烧 ， 叉 因 

禄 名 均 丝 两 赂 就 在 1 上 正 交 ， 酸 得 知 丙 
盾 射 狠 在 需 点 吾 丰 办 站 ， 芒 了 确定 选 落 条 尘 般 族 铭 答 丑 ， 会 
z 一 M2 一 1 及 s 一 1 一 v2 代 大 {多 } 丽 分 咽 赐 提 


这 两 点 分 别 在 系 之 和 象限 与 第 二 每 限 的 

分 角 条 上 , 页 左 、 右 两 条 图 弧 分 别 变 成 
国 在 打 了 和 媚 二 依 限 、， 第 三 菜 冉 俩 党 角 苞 ， 最 

后 沟 丁 靖 定 卫 奕 成 什么 区 域 ， 在 口内 到 一 点 # 一 0 代 久 (8) 得 

钙 = 一 一 二 这 点 在 负 实 轴 上 ， 从 天 最 后 靖宇 了 () 把 也 变 成 如 

图 5.11 带 阴 影 的 区 域 . 
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篇 下 节约 习 征 ， 


1. “及 了 为 复 笠 画 上 两 点 , 吕 宕 的 移 奸 到 和 仑 球 其 上 去 分 别 担 到 已 
及 也, 求 正 ANPP'e ANere 着 几 些 彼 则 公式 


三 Qa 2 
PPP. 
lpl= rr FP 


23. 岗 z 与 a* 是 复 平面 上 关于 单位 回 周 的 一 对 入 头 点 。 它 鲍 生得 
球面 十 的 已 号 民 * 对 应 着 ， 求 证 卫 上 与 P* 关 主 过 族 平面 着 备 ， 
3， 骸 复 平 面 上 两 虚 = 与 a' 分 别 对 应 着 复 球面 上 两 点 与 PP 来 
证 妊 半 户 是 妹 的 一 条 直径 的 陋 效 点 的 区 要 充分 条件 是 
着 可 二 一 了 
《参看 前 可 如题 5 及 本 彰 习 题 3) 
4。 裔 插画 二 再 赔 4.3 都 充 记 园 了 于 直径 药 驾 婚 ， 求 证 4, 利 必 
有 两 个 美 点 , 而 且 这 此 两 交点 所 作 的 任 一 俩 力 , 炙 上 辟 奖 了 王将 径 的 两 删 . 
5, 求 轩 一 个 把 三 点 21=】， ja 一 ii 2 一 一 分 别 变 到 三 点 Wl 二 一 ]， 
thz = 从, ;一 4 的 作 我 现 往 变换 , 癌 比 谈 换 把 1:| 1 当成 什么 区 域 ? 


6， 人 变换 = 号 二 了 把 月 牙 形 区 域 1s| > 二 12 一 1[ <2 (如 下 图 )， 


变 上 成 了 什么 区 域 ? 

#， 求 机 把 单 信阳 变 戏 昔 倪 画 的 
分 式 复 性 变换 的 虹 一 盘 的 性 达 式 . 

8， 识 了 及 了 为 复 从 面 上 人 征 俩 两 
个 国 周 ， 求 汇总 可 以 找到 一 个 分 式 坊 
性 变换 使 了 变 成 三 . 

93， 平面 上 有 有 2%4 十 3 个 点 ， 共 中 无 
三 哄 烛 起 ， 死 岗 点 不 岗 ， 求 证 总 可 透 《第 6 题 》 
过 滞 三 个 点 括 一 般 局 , 使 其 余 的 名 个 点 一 举 在 国雄 , 一 于 在 二 外. 
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六 等 速 圆周 运动 . 

前 面 已 锰 厦 到， 利用 复数 可 以 很 方便 地 科 欧 许多 玉 面 几 
何 疝 题 ， 在 这 一 节 里 ， 我 们 将 看 到 复数 也 可 以 用 求 诗 散 质 点 
的 平面 适 动 问题 ， 这 里 ， 我 们 只 涉及 疝 中 物理 飞 中 齐 到 的 质 
点 的 等 速 图 周 运动 , 

设 质 点 在 一 中 径 为 Pp 的 同 周 上 作 律 速 运动 , 角 速 宦 为 am 
初始 时 麟 的 位 训 在 正 实 四 上 ， 了 于 是 径直 时 间 > 之 后 ， 质 点 的 
位 置 是 

3 一 户 EEo 
(型 6. 1 现在 我 们 来 求 此 质点 
运动 的 一 定 与 加 这 度 ， 谤 想 时 间 
从 = 和 过渡 到 r 十 Ar 出 , 质点 由 2 
走 到 了 专 二 pew"*s", 在 Ar 这 眉 
国 6.1 他 阐 之 肉 ， 质 点 的 位 置 向 景 的 
改变 是 ze! 于 是 单位 时 位 内 质点 的 位 置 向 量 平均 政变 了 


， 
Ep 1 1 -afr 二 站 可 Ya 
1 LpPe —pPpe 

Ar™ zs AzLP pe™!] 


tr "1 + 
A7 ， (1) 


这 个 向 量 床 是 质点 在 以 工 到 rhAr 这 篡 时 间 内 的 平均 津 
讼 ， 不 难 想 象 , 当 Ar 窟 小 时 ， 上 述 平 均 速 度 就 写 接 近 质 点 在 
时 蓝 = 前 恬 时 速 诬 , 因 此 为 了 得 到 锤 昱 下 度 的 蕉 确信 , 只 须 企 
C1) 式 右 边 直 Ar 一 而 取 式 极限。 出 于 pe”*" 与 47 及 关 ， 太 
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=pe 


宦 只 须 算出 
ee 一 3 

in A C2) 

但 是 ein27 一 1] 二 03 gwAT 一 1 十 ?sin wAr, 汶 了 科 出 但 ) 只 宕 分 

别 算 出 


Sim oz 
im 二 一 一 一 一 3 
Ji 起 TT ' ( ) 
mm COS OAT 一 1 (4) 
Et a 
我 们 先 求 证 归 一 个 重要 徇 极 昭 
lim Dl. (5) 


本 一 单位 加 ( 寿 32) 队 名 中 四 出 
ing, WC=0, 1adl tg 
abl ote tadl. 
由 此 可 得 
Sin Hpits 0d, 


高 吕 


OB 9 一 2 G1 


医 为 当 D 50 时 有 eos 9-，1， 从 而 实在 co5 9 与 1 当中 的 33 
也 必 - 1 这 就 证 明了 (5) 式 ， 
利用 (5) 江 很 容易 算得 极限 C9)、(4)， 因 为 全 0 一 wsr 后 
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青 令 8 二 名 37 后 岳 衣 


了 
lim cosoaAr 一 1 1iml 一 sos28 . 巴 
FP 本 pt [i 2 
= oii =~ olim() .0= 一 o:1.0=0， 
这 样 一 来 对 于 (2) 南 
， Enr 一 , 
i 
雁 而 由 (1) 导 出 的 用 时 速度 
Dimpei’' ois, (86) 


出 (6) 式 委 速 首 的 夫 小 为 lz | 二 wo1#| = 二 wp, 违 座 的 方向 为 
由 筷 量 = 向 反 时 针 方 向 转 一 直角 而 得 ， 印 速 座 沿 交 周 的 切线 
方向 . 

正 像 速 席 ” 是 位 置 < 关于 时 间 的 改变 率 一 样 ， 加 速度 世 
是 焉 度 9 关于 时 间 的 改变 率 ， 因 此 从 v 求 世 与 由 2 求 v 的 步 
又 元 全 类 似 , 夏 我 们 可 以 立 记 号 出 

Wi = OCI) = — ws, 7) 

(7) 式 表明 ， 炉 速度 的 大 小 是 lwi=@*1s| =wp=@1vl， 
而 加 速度 的 方向 与 世 置 疝 团 z 的 方 岛 相反 ， 即 沿 荐 举 径 指 向 
硬 心 的 , 这 个 加 速度 称 为 向 心 部 速 接 . 

这 就 是 离 中 的 物理 书 汕 计 论 等 融 贺 慰 运 动 时 所 得 出 的 主 
歌 结 沱 。 


G+ 


FH 


习 旺 解答 与 提示 


结 … 节 

2 bae ota 

3，a+ (人 一， 5 二 了 Wi 或 
4a- tb-0i，b- 了 ba)i 或 


五 一 加 过 bq -i 
a+ (S78)e ie 4 
4， 和 如 下 图 到 坐标 对 ,并 了 到 亚 方 形 进 长 为 单 全 长 , 天 : 
#1 三 十 i pr 一 2 十 23 二 时 十 二 ， 
#1" 4 OF, 
盐 
女王 十 2 arE ditare 了 3 十 各 FT 区 #3 


Ar ss) = ar 区 人 G57 = 


3 (第 二 题 ) 

5。 由 十 29 十 #3 一 0 可 于 出 rs = 一 (zs 十 ze。 再 取款 二 竺 煞 ,站 呈 
一 ( 季 十 8?， 特 于 过 式 相 乘 ,利用 al 一 | 3 天 | 四 | = 二 本 得 了 8 二 2139 
二 一 1 平 是 15 一 如 拉 一 (31— zo) {31 ~ F520) = | 371]?2+ | #2[3— (3182 2182) 
+1 一 {一 1)=3. 表 131 一 201 一 人， 

所 以 1-30] = lz- 43|=1sm | = VS. 

6 赵 1 盆 到 后 ,到 了 1 处: 老 2 公里 而 到 了 1+6 处 , 走 3 信里 局 
到 了 17+e + 处 ， “4 志 驴 公里 后 到 法 1 了 e 人 十 # 开 二 二 E17 

1 pt 
一 处 .区 敲 开 原 点 的 赴 褒 为 证 -3 
第 三 节 
1.& 关 寺 十 加 五 (2) 一 Is] 的 对 称 几 是 
| gg 一 (gle! te wid, 


2，(1) 因为? 与 2 釉 直 此 必 和 名 充分 条 件 感 


二 71X35， 其 中 尺 为 实 末 》 
故 as=iha2=i|sl?. 
关机 Rs = RNs|Y =0. 
(2) 和 十 加 = [十 [es 践 辫 当 且 只 污 
| 十 站 1 一 人 十 42， 变 邢 
《十 名) +a) 一 (1 + 1s'|}?. 
化 简 后 得 有 (38 = 1a||a'|. 
民 y 本 3,#' 之 闫 的 湛 角 ， 上 趟 讼 明 cos p=I， 这 宕 明 p=0， 亦 向 
是 # 与 # 有 村 的 方向 . 
3， 把 条 件 改 写成 
{ag— #1) (31—21)+ {4 83) (34.— Fa) 
(2a— Ho) (83— 30) CH1— 8a) (31 — Fa), 


化 得 后 得 五 [(21 — 22) (32 一 了] 一心. 
再 由 革 二 题 闷 1, 立 各 畏 花 ， 
和合 we 地 出 


WI #9 (sa— ga) We= 81 C83 1) wm, TOs 一 5 十 (8, 一 外 aa， 
查 接 计算 可 知 
2 十 2 二 w= nes 二 wos wites 
的 必要 完 分 条 件 是 | 
28 十 如 十 43 二 23133 十 8283 二 2124 


5， 如 十 医 选 取 愉 标 系 . 


一 如 三 一 G， 一 上 Be 好 前 
J br Bee. 

_ Tr 

” el? 一 | 一 Pet ， 
一 
lesl? = let pel’, 
一 全 一， 
夏 lacll? loBil? 一 1 一 名 eta?j 


{P2829) [oa 一 ae- 人 
:t+ 十 一 Q(t + ei29) 
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watt Fi— Oo2p? aos 28. 
由 新 慌 条 人 可 以 推出 ros 20 一 0, 攻 5= 二 一 纺 ”， 
6， 因为 zi 十 sg 十 3 十 2 一 向 页 
{323— 91) (a— So) (一 33 一) = 31+ as2t» 
巷 中 ,8 加 两 个 确定 的 复数 (而 接 床 守 可知 六 与 # 的 至 数 为 六 . 申 此 
方程 可 乱 , 在 必 要 时 可 以 改 恋 标 写 而 使 #1 二 一 gg, 站 一 一 中 


第 三 节 
1 dg 和 (om 的， 坟 = 人 ,分 记 =g+ 寺 (0 一 0)， 再 开 明太, 坟 
共 转 . 
2， 用 窟 袖 迪 


字 夺 站 如 [zx 一 ef 


了 3 一 应 


3. 轩 1 zz -@|2 = 一 (ES 一 下 ， 艳 


全 wu Ff 化 = 二 9, 用, 则 原 式 成 为 


Cnn 二 Tn 


了 二 区 人 十 此 ?2 十 十 


ua 二 Tn 
套 考 第 3 亚 , 立 知 5 必 在 此 吗 # 册 形 内 
5， 容 易 识 证 


{a1 Fy, So #3) FC Eas et sa =1. 
转 于 6、 zzaysa 共 加 ， 故 上 壕 盖 迹 比 部 为 实数 ; 寿 旦 因为 宪 例 皇 这 和 炉 
的 四 个 顶点- 作 图 可 知 , 它们 都 是 非 负 实 数 ， 闪 出 上 式 本 改写 成 
| (Cg1. sa er, 2 1 | (83, #9, 2d， 85) | =1, 
这 正 是 下 还 的 等 式 . 
6.{ 若 者 第 二 节 弟 4 是 之 能 答 】 
证 mi ma 为 这 三 个 正三 和 角 形 殉 二 心 , 好 


1 1 
mi ， Je ms 一 襄 {3 + 71 +82), 


然后 再 证 明 
67 


68 


十 7 十 7 二 ara 二 机 281 十 知 1 疯 2. 
如 下 赂 , 由 焉 耐用 村 后 


a ,一 工业 
8 一 hasl em laoh 
一 A 一 
网 2 Macl 7 lsat 
一 
4 一 站 e 圳 
人 2 
[第 7 题 ) 痒 是 bi .em ,on 1 


1， 中 心 在 一 于 公 为 |1+- 轩 让 ~ 了 了 轩 - 


2， 中 心 在 二 2 个 经 为 二 本， 

3， 第 一 个 出 的 中 心 为 2i, 年 径 为 儿 
第 二 个 图 的 中 心 为 3 一 站 生生 为 2 

5， 人情 题 起 jxila"l=1 量 


A F ATE #*, 


起 391 0 ME" Tielares 
Em 
z 1 
ee ‘i 到 
， 依 题 访 1s 一 < 有 时 一 四 一 后 且 
1 宫 [2 一 下] argfSs 一 全 
情 上 题 可 扒 出 
Eadie 2, 
一 
2 
_ £. 
就 要 + 


第 五 敬 
4， 屋 定 图 了 为 揽 求 再 上 的 单位 图 , 以 它 为 赤道 平面 作 单位 球 


本 -十 ， 


